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%%❛♥% : ✉♥ "♦❜♦% ♠♦❜✐❧❡ ❞❡ ,❡ ❧♦❝❛❧✐,❡"✳ ❈❡%%❡ ❛"❝❤✐%❡❝%✉"❡ ❞♦✐% "❡,♣❡❝%❡" ❝❡"%❛✐♥❡,
❝♦♥%"❛✐♥%❡,✱ ♥♦%❛♠♠❡♥% ❝❡❧❧❡ ❞✉ %❡♠♣, "8❡❧✱ ❞❡, ❞✐♠❡♥,✐♦♥, "8❞✉✐%❡, ❡% ❞❡ ❧❛ ❢❛✐❜❧❡
❝♦♥,♦♠♠❛%✐♦♥ 8♥❡"❣8%✐'✉❡✳ ◆♦✉, ❛✈♦♥, ❞8✈❡❧♦♣♣8 ✉♥ ,②,%I♠❡ ✐♥❝❧✉❛♥% ❞❡, ❝❛♣%❡✉", ❡①✲
%8"♦❝❡♣%✐❢, ❡% ♣"♦♣"✐♦❝❡♣%✐❢,✱ ❞❡, ❛"❝❤✐%❡❝%✉"❡, ❤8%8"♦❣I♥❡ ❡% ❤♦♠♦❣I♥❡ ❡% ❧❡, ✐♥%❡"❢❛❝❡,
❛,,♦❝✐8❡,✳ ▲✬✐♠♣❧❛♥%❛%✐♦♥ ♦♣%✐♠✐,8❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦"✐%❤♠❡ ✭❊❑❋✲❙▲❆▼✮ ❛ ♣❡"♠✐, ❞❡ ❞8♠♦♥✲
%"❡" ❧✬❡✣❝❛❝✐%8 ❞❡ ❧✬❛❞8'✉❛%✐♦♥ ❛❧❣♦"✐%❤♠❡ ❛"❝❤✐%❡❝%✉"❡ ♣❡"♠❡%%❛♥% : ✉♥ "♦❜♦% ♠♦❜✐❧❡
❞❡ ,❡ ❧♦❝❛❧✐,❡" ❡♥ %❡♠♣, "8❡❧✳ ◆♦%"❡ ❛♣♣"♦❝❤❡ ♥♦✉, ❛ ❛♠❡♥8 : 8%✉❞✐❡" ❧✬❛❧❣♦"✐%❤♠❡ ❡♥ ❧❡
❞8❝♦✉♣❛♥% ,♦✉, ❢♦"♠❡ ❞❡ ❜❧♦❝, ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡❧,✳ ■❧ ❛ 8%8 ♥8❝❡,,❛✐"❡ ❞❡ "❡✈♦✐" ❧✬✐♠♣❧❛♥%❛%✐♦♥
❞❡ ❝❤❛'✉❡ ❜❧♦❝ ❡♥ ✉%✐❧✐,❛♥% ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❡, ,♣8❝✐✜❝✐%8, ❛"❝❤✐%❡❝%✉"❛❧❡, ❞✉ ,②,%I♠❡ ✭❝❛✲
♣❛❝✐%8, ❞❡, ♣"♦❝❡,,❡✉",✱ ✐♠♣❧❛♥%❛%✐♦♥ ♠✉❧%✐✲❝Q✉",✱ ❝❛❧❝✉❧ ✈❡❝%♦"✐❡❧ ♦✉ ♣❛"❛❧❧8❧✐,❛%✐♦♥
❛✈❡❝ ♣"♦❝❡,,❡✉" ❉❙S✮✳ ◆♦%"❡ 8%✉❞❡ ♠♦♥%"❡ ❧✬✐♠♣♦"%❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❞8'✉❛%✐♦♥ ❛❧❣♦"✐%❤♠❡
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❛!❝❤✐%❡❝%✉!❡ ❡♥ ♣❛!%✐❝✉❧✐❡! ♣♦✉! ❞❡- -②-%/♠❡- 1 ❢♦!%❡- ❝♦♥%!❛✐♥%❡-✳
❉✉!❛♥% ❧❛ -❡❝♦♥❞❡ ♣❛!%✐❡ ❞❡ ♠❛ %❤/-❡✱ ✉♥❡ ❞❡✉①✐/♠❡ ❛♣♣!♦❝❤❡ ❛ 7%7 ❡①♣❧♦!7❡ ❛②❛♥%
♣♦✉! ♦❜❥❡❝%✐❢ ❧❛ ❞7✜♥✐%✐♦♥ ❞✬✉♥ -②-%/♠❡ 1 ❜❛-❡ ❞✬✉♥❡ ❛!❝❤✐%❡❝%✉!❡ !❡❝♦♥✜❣✉!❛❜❧❡✳ ▲✬❛❧❣♦✲
!✐%❤♠❡ ❝❤♦✐-✐ ❡-% ❧❡ ❋❛-%❙▲❆▼✱ ❝❛! ❛♣!/- ❛✈♦✐! 7%✉❞✐7 ❧❡- ❛❧❣♦!✐%❤♠❡- ❡①✐-%❛♥%-✱ ✐❧ ❡-%
❛♣♣❛!✉ D✉❡ ❝❡% ❛❧❣♦!✐%❤♠❡ ♣♦✉✈❛✐% ❜7♥7✜❝✐❡! ❞✬✉♥❡ ❛!❝❤✐%❡❝%✉!❡ ❢♦!%❡♠❡♥% ♣❛!❛❧❧/❧❡✳
◆♦✉- ❛✈♦♥- ❞♦♥❝ ❝❤♦✐-✐ ❞❡ ❝♦♥❝❡✈♦✐! ✉♥❡ ❛!❝❤✐%❡❝%✉!❡ ♠❛%7!✐❡❧❧❡ 1 ❜❛-❡ ❞❡ ❋F●❆✳
▲✬❛!❝❤✐%❡❝%✉!❡ ❞7✜♥✐❡ ♣❡!♠❡% ❞❡ ❝❛!%♦❣!❛♣❤✐❡! ✉♥ ❡♥✈✐!♦♥♥❡♠❡♥% ♣❧✉- ❧❛!❣❡ D✉❡ ❝❡❧❧❡
❞7✜♥✐❡ ♣♦✉! ❧❡ ♣!❡♠✐❡! -②-%/♠❡ 1 ❜❛-❡ ❞✬✉♥❡ ❛!❝❤✐%❡❝%✉!❡ ❤7%7!♦❣/♥❡ ❡% ❛ 7%7 7✈❛❧✉7❡
❡♥ ✉%✐❧✐-❛♥% ✉♥❡ ♠7%❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❍■▲ ✭❍❛!❞✇❛!❡ ✐♥ %❤❡ ▲♦♦♣✮✳
▲❛ %!♦✐-✐/♠❡ ♣❛!%✐❡ ❞❡ ❝❡%%❡ %❤/-❡ ❛ 7%7 ❝♦♥-❛❝!7❡ 1 ❧✬❡①♣❧♦!❛%✐♦♥ ❞❡- ❛❧❣♦!✐%❤♠❡-
❙▲❆▼ ❜❛-7- -✉! ❧❛ %❤7♦!✐❡ ❡♥-❡♠❜❧✐-%❡✳ ❊♥ ❡✛❡%✱ ❧❡- ♣!✐♥❝✐♣❛✉① ❛❧❣♦!✐%❤♠❡- ❞❡ ❙▲❆▼
-♦♥% ❝♦♥O✉- ❛✉%♦✉! ❞❡ ❧❛ %❤7♦!✐❡ ❞❡- ♣!♦❜❛❜✐❧✐%7-✳ ❈❡- %❤7♦!✐❡- ♣❡!♠❡%%❡♥% ✉♥❡ ❧♦✲
❝❛❧✐-❛%✐♦♥ ♣!7❝✐-❡ ♠❛✐- ♥❡ ❣❛!❛♥%✐--❡♥% ❡♥ ❛✉❝✉♥ ❝❛- ❧❡- !7-✉❧%❛%- ❞❡ ❧♦❝❛❧✐-❛%✐♦♥✳ ❯♥
❛❧❣♦!✐%❤♠❡ ❞❡ ❙▲❆▼ ❜❛-7 -✉! ❧❛ %❤7♦!✐❡ ❡♥-❡♠❜❧✐-%❡ ❛ 7%7 ❞7✜♥✐ ❣❛!❛♥%✐--❛♥% ❧✬❡♥-❡♠❜❧❡
❞❡- !7-✉❧%❛%- ♦❜%❡♥✉-✳ F❧✉-✐❡✉!- ❛♠7❧✐♦!❛%✐♦♥- ❛❧❣♦!✐%❤♠✐D✉❡- -♦♥% ❡♥-✉✐%❡ ♣!♦♣♦-7❡-✳
❊❧❧❡- -♦♥% 7✈❛❧✉7❡- ♣❛! -✐♠✉❧❛%✐♦♥ ❡% ❡①♣7!✐♠❡♥%❛%✐♦♥✳ ❯♥❡ ❝♦♠♣❛!❛✐-♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡- ❛❧❣♦✲
!✐%❤♠❡- ♣!♦❜❛❜✐❧✐-%❡- ❛ ♠✐- ❡♥ ❛✈❛♥% ❧❛ !♦❜✉-%❡--❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣!♦❝❤❡ ❡♥-❡♠❜❧✐-%❡✳
❈❡- %!❛✈❛✉① ❞❡ %❤/-❡ ♦♥% ♣❡!♠✐- ❞❡ ♠❡%%!❡ ❡♥ ❛✈❛♥% ❞❡✉① ❝♦♥%!✐❜✉%✐♦♥- ♣!✐♥❝✐♣❛❧❡-✳
▲❛ ♣!❡♠✐/!❡ ❝♦♥-✐-%❡ 1 ❛✣!♠❡! ❧✬✐♠♣♦!%❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥❝❡♣%✐♦♥ ❛❧❣♦!✐%❤♠❡✲❛!❝❤✐%❡❝%✉!❡
♣♦✉! !7-♦✉❞!❡ ❧❛ ♣!♦❜❧7♠❛%✐D✉❡ ❞✉ ❙▲❆▼✳ ▲❛ -❡❝♦♥❞❡ ❡-% ❧❛ ❞7✜♥✐%✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠7%❤♦❞❡
❡♥-❡♠❜❧✐-%❡ ♣❡!♠❡%%❛♥% ❞❡ ❣❛!❛♥%✐! ❧❡- !7-✉❧%❛%- ❞❡ ❧♦❝❛❧✐-❛%✐♦♥✳
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1✉✐4'❡♥- ❞❡ ❥♦✉' ❡♥ ❥♦✉' ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡% ❝❛♣❛❝✐-*%✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛' ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥% ❧❡% ❞♦♠❛✐♥❡%
❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐%❛-✐♦♥ ♦✉ ❞❡ ❧❛ ❝❛'-♦❣'❛♣❤✐❡✳ ❈♦✉♣❧*% = ✉♥ ❛❧❣♦'✐-❤♠❡ ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛-✐♦♥✱
❝❡% -❡❝❤♥✐1✉❡% ♣❡'♠❡--❡♥- = ✉♥ '♦❜♦- ❞✬❡①♣❧♦'❡' ❞❡% ❡%♣❛❝❡% ✐♥❝♦♥♥✉%✳ ❈❡% ❝❛♣❛❝✐-*%
%♦♥- ❞✬❛✉-❛♥- ♣❧✉% ✐♠♣♦'-❛♥-❡% 1✉✬❡❧❧❡% %♦♥- ✐♥❞✐%♣❡♥%❛❜❧❡% = ❧✬❛✉-♦♥♦♠✐❡ ❞❡ -♦✉- '♦❜♦-✳
▲❛ ❧♦❝❛❧✐%❛-✐♦♥ ❞✬✉♥ '♦❜♦- ❝♦♥%✐%-❡ = ❝❤❡'❝❤❡' %❛ ♣♦%✐-✐♦♥ ❞❛♥% ✉♥ ❡%♣❛❝❡ ❝♦♥♥✉✳ ▲❛
❝❛'-♦❣'❛♣❤✐❡ '❡✈✐❡♥-✱ 1✉❛♥- = ❡❧❧❡✱ ❛ ♠♦❞*❧✐%❡' ❧✬❡♥✈✐'♦♥♥❡♠❡♥- ❡♥-♦✉'❛♥- ❧❡ '♦❜♦-✳ ▲❡
❙▲❆▼ ✭❙✐♠✉❧-❛♥❡♦✉% ▲♦❝❛❧✐③❛-✐♦♥ ❆♥❞ ▼❛♣♣✐♥❣✮ ❝♦♥%✐%-❡ = '*%♦✉❞'❡ %✐♠✉❧-❛♥*♠❡♥-
❝❡% ❞❡✉① ♣'♦❜❧4♠❛-✐1✉❡%✳ ▲❡% '♦❜♦-% ❜*♥*✜❝✐❡♥- ❛❧♦'% ❞❡ ❝♦♥♥❛✐%%❛♥❝❡% ❛❝❝'✉❡% ❞✉
♠♦♥❞❡ 1✉✐ ❧❡% ❡♥-♦✉'❡ ✿ ✐❧% ♣❡✉✈❡♥- ❛✐♥%✐ %❡ ❞*♣❧❛❝❡' ❞❡ ♠❛♥✐4'❡ ❛✉-♦♥♦♠❡ ❞❛♥% ❞❡%
❡%♣❛❝❡% ✐♥❝♦♥♥✉%✳
▲❡ ♣'♦❜❧4♠❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐%❛-✐♦♥ ❡- ❞❡ ❝❛'-♦❣'❛♣❤✐❡ %✐♠✉❧-❛♥*❡% '❡1✉✐❡'- ❧✬✉-✐❧✐%❛-✐♦♥ ❞❡
❝❛♣-❡✉'% ❢♦✉'♥✐%%❛♥- ❞❡% ✐♥❢♦'♠❛-✐♦♥% %✉' ❧✬❡♥✈✐'♦♥♥❡♠❡♥- ♠❛✐% ❛✉%%✐ %✉' ❧❡% ❞*♣❧❛❝❡✲
♠❡♥-% ❞✉ '♦❜♦-✳ ▲❡% ♣'❡♠✐❡'% ❛❧❣♦'✐-❤♠❡% ❞❡ ❙▲❆▼ *-❛✐❡♥- ♣'✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥- ❜❛%*%
%✉' ❧✬✉-✐❧✐%❛-✐♦♥ ❞❡ -*❧*♠4-'❡% ❧❛%❡'% = ❜❛❧❛②❛❣❡✳ ❈❡ -②♣❡ ❞❡ ❝❛♣-❡✉' ❢♦✉'♥✐- ✉♥ ❡♥✲
%❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞✐%-❛♥❝❡% -'4% ♣'*❝✐%❡% '❡♥❞❛♥- ♣♦%%✐❜❧❡ ✉♥❡ ❝❛'-♦❣'❛♣❤✐❡ '❛♣✐❞❡ ❡- ❡✣❝❛❝❡
❞❡ ❧✬❡♥✈✐'♦♥♥❡♠❡♥-✳ ▼❛❧❤❡✉'❡✉%❡♠❡♥-✱ ❝❡% ❝❛♣-❡✉'% '❡%-❡♥- ❣*♥*'❛❧❡♠❡♥- -'4% ❝♦J-❡✉①✳
◆❡❛-♦ ❛ ❞*✈❡❧♦♣♣* %♦♥ ♣'♦♣'❡ -*❧*♠4-'❡ ❧❛%❡' ✭❋✐❣✉'❡ ✶✮✱ ❛❞❛♣-* = ✉♥❡ ✉-✐❧✐%❛-✐♦♥ ❡♥ ❡♥✲
✈✐'♦♥♥❡♠❡♥- ❞✬✐♥-*'✐❡✉'✱ ❡♥ '*❞✉✐%❛♥- %♦♥ ❝♦J- ❞❡ ♣'♦❞✉❝-✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐' ❧✬✐♥-*❣'❡'
❞❛♥% ✉♥ ♣'♦❞✉✐- ❣'❛♥❞ ♣✉❜❧✐❝✳ ❚'❛❞✐-✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥-✱ ✉♥ -*❧*♠4-'❡ ❧❛%❡' ❝♦J-❡ ♣❧✉% ❞✬✉♥
♠✐❧❧✐❡' ❞✬❡✉'♦%✳ ◆❡❛-♦ ❛ '*❞✉✐- ❧❡ ❝♦✉- ❞❡ ♣'♦❞✉❝-✐♦♥ = ❡♥✈✐'♦♥ ✸✵ ❡✉'♦%✱ ♣❡'♠❡--❛♥-
❞✬✐♥❝❧✉'❡ ❝❡ ❝❛♣-❡✉' ❞❛♥% ❧❡✉' ❛%♣✐'❛-❡✉' ❛✉-♦♥♦♠❡ ✈❡♥❞✉ ❡♥✈✐'♦♥ ✺✵✵ ❡✉'♦% ❞❛♥% ❧❡
❝♦♠♠❡'❝❡✳ ❈❡ ❝❛♣-❡✉' '❡♥❞ ❧❡ ♣'♦❞✉✐- ❞❡ ◆❡❛-♦ -'4% ✐♥-*'❡%%❛♥- ❡- %✉'-♦✉- ❡✣❝❛❝❡ ♣❛'
'❛♣♣♦'- ❛✉① ❛✉-'❡% ♣'♦❞✉✐-% ❝♦♥❝✉''❡♥-%✳ ❈❡ -②♣❡ ❞✬♦♣-✐♠✐%❛-✐♦♥ '❡♥❞ ❡♥✈✐%❛❣❡❛❜❧❡
❧✬✉-✐❧✐%❛-✐♦♥ ❞✉ ❙▲❆▼ ❞❛♥% ❞❡% ♣'♦❞✉✐-% ❣'❛♥❞ ♣✉❜❧✐❝ ♣❡'♠❡--❛♥- ❛✐♥%✐ ✉♥❡ ✉-✐❧✐%❛-✐♦♥
❡✣❝❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐%❛-✐♦♥ ❡- ❞❡ ❧❛ ❝❛'-♦❣'❛♣❤✐❡ %✐♠✉❧-❛♥*❡%✳
■♥"#♦❞✉❝"✐♦♥ ●*♥*#❛❧❡ ✸
▲❡ ❙▲❆▼ ♥❡ &❡ ❢♦❝❛❧✐&❡ ♣❛& &✉/ ❧✬✉1✐❧✐&❛1✐♦♥ ❞❡ 13❧3♠51/❡ ❧❛&❡/✱ ❡♥ ♣❛/1✐❝✉❧✐❡/ ❞❡ ♥♦♠✲
❜/❡✉&❡& /❡❝❤❡/❝❤❡& &♦♥1 ❡✛❡❝1✉3❡& ♣♦✉/ /❡❝♦♥&1/✉✐/❡ ❞❡& ❡♥✈✐/♦♥♥❡♠❡♥1& < ❧✬❛✐❞❡ ❞❡
❝❛♠3/❛&✳ ▲✬✉1✐❧✐&❛1✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉&✐❡✉/& ❝❛♠3/❛& ♣❡/♠❡1 ❞✬♦❜1❡♥✐/ ✉♥❡ ❝❛/1♦❣/❛♣❤✐❡ ❡♥ 1/♦✐&
❞✐♠❡♥&✐♦♥& ❞5& ❧❡& ♣/❡♠✐5/❡& ✐♠❛❣❡& ❡♥ ❢✉&✐♦♥♥❛♥1 ❧❡✉/& ✐♥❢♦/♠❛1✐♦♥&✳ ❊♥ ✉1✐❧✐&❛♥1 ✉♥❡
&✐♠♣❧❡ ❝❛♠3/❛ ♠♦♥♦❝✉❧❛✐/❡✱ ✐❧ ❡&1 ♥3❝❡&&❛✐/❡ ❞✬❡✛❡❝1✉❡/ ✉♥ ❞3♣❧❛❝❡♠❡♥1 ♣♦✉/ ❞3✜♥✐/
❧❛ &❝5♥❡ ❡♥ ✉1✐❧✐&❛♥1 ♣❧✉&✐❡✉/& ✐♠❛❣❡& /3❛❧✐&3❡& < ❞✐✛3/❡♥1& ♣♦✐♥1& ❞❡ ✈✉❡✳ ▲❛ /❡❝♦♥✲
&1/✉❝1✐♦♥ ❞❡ ❧❛ &❝5♥❡ ♥3❝❡&&✐1❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐&&❛♥❝❡ ❞✉ ❞3♣❧❛❝❡♠❡♥1 ❞✉ /♦❜♦1 ❡♥1/❡ ❝❤❛A✉❡
✐♠❛❣❡✳ ❈❡ ❞3♣❧❛❝❡♠❡♥1 ♣❡✉1 C1/❡ ❝❛❧❝✉❧3 < ♣❛/1✐/ ❞❡& ✐♠❛❣❡& ❡❧❧❡✲♠C♠❡& ♦✉ ❡♥ ✉1✐❧✐&❛♥1
✉♥ ❝❛♣1❡✉/ &✉♣♣❧3♠❡♥1❛✐/❡ 1❡❧ A✉✬✉♥❡ ❝❡♥1/❛❧❡ ✐♥❡/1✐❡❧❧❡ ♦✉ ❞❡& ♦❞♦♠51/❡&✳
❈♦♠♠❡ ♣♦✉/ ❧❡ 13❧3♠51/❡ ❧❛&❡/✱ ❧✬✉1✐❧✐&❛1✐♦♥ ❞❡ ❝❛♠3/❛& ♣❛/ ❞❡& ❛❧❣♦/✐1❤♠❡& ❞❡ ❙▲❆▼
♣❡/♠❡1 ❞✬❡♥✈✐&❛❣❡/ ❧❡ ❞3♣❧♦✐❡♠❡♥1 < ❣/❛♥❞❡ 3❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡ 1②♣❡ ❞❡ &②&15♠❡✳ ❊♥ ❡✛❡1✱ ❧❡&
❝❛♠3/❛& &❡ &♦♥1 ❢♦/1❡♠❡♥1 ❞3♠♦❝/❛1✐&3❡& ❞❡✈❡♥❛♥1 ❛✐♥&✐ ❞❡& ❝♦♠♣♦&❛♥1& ❣/❛♥❞ ♣✉❜❧✐❝
< ❢❛✐❜❧❡ ❝♦E1✳ F♦✉/ ♣/❡✉✈❡✱ ❛✉❥♦✉/❞✬❤✉✐✱ 1♦✉1 ❧❡ ♠♦♥❞❡ ♣♦&&5❞❡ ✉♥ 13❧3♣❤♦♥❡ ♣♦/1❛❜❧❡
✐♥❝❧✉❛♥1 ✉♥❡ ❝❛♠3/❛✳ ▲✬✉1✐❧✐&❛1✐♦♥ ❞✉ ❙▲❆▼ ♣♦✉//❛✐1 ♣❡/♠❡11/❡✱ ♣❛/ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❧♦✲
❝❛❧✐&❛1✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❡/&♦♥♥❡ ❞❛♥& ✉♥❡ ✈✐❧❧❡ ♦✉ ❡♥❝♦/❡ ❞❛♥& ✉♥ ♠✉&3❡ &✐♠♣❧❡♠❡♥1 < ❧✬❛✐❞❡
❞❡ &♦♥ 13❧3♣❤♦♥❡✳ ❆✉❝✉♥ 3A✉✐♣❡♠❡♥1 &✉♣♣❧3♠❡♥1❛✐/❡ ♥❡ &❡/❛ ♥3❝❡&&❛✐/❡ &✐ ❧❡ &②&15♠❡
❞❡ ❙▲❆▼ 31❛✐1 ✐♥13❣/3 ❛✉① 13❧3♣❤♦♥❡&✳
▲❡& 1❡❝❤♥✐A✉❡& ❝♦✉/❛♠♠❡♥1 ❡♠♣❧♦②3❡& ❞❡ ❙▲❆▼ /❡&1❡♥1 ❣3♥3/❛❧❡♠❡♥1 ❝♦E1❡✉&❡& ❡♥
1❡/♠❡& ❞❡ ♣✉✐&&❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❊♥ ❡✛❡1✱ ❧❡& /♦❜♦1& ♠♦❜✐❧❡& &♦♥1 ❣3♥3/❛❧❡♠❡♥1 3A✉✐♣3&
❞✬✉♥ ♦/❞✐♥❛1❡✉/ ♣♦/1❛❜❧❡ ❛②❛♥1 ❞✬✐♠♣♦/1❛♥1❡& ❝❛♣❛❝✐13& ❞❡ ❝❛❧❝✉❧&✳ ▲✬❡♠❜❛/A✉❛❜✐❧✐13
❞❡& &②&15♠❡& ❡&1 ✉♥ ♣/♦❜❧5♠❡ ♠❛❥❡✉/✳ ▲❛ 1❡♥❞❛♥❝❡ ❛❝1✉❡❧❧❡ ✈❡/& ❧❛ ♠✐♥✐❛1✉/✐&❛1✐♦♥ ✐♠✲
♣♦&❡ ❞❡ /❡&1/❡✐♥❞/❡ ❧❡& /❡&&♦✉/❝❡& ❡♠❜❛/A✉3❡&✳ ❊♥ ❡✛❡1✱ ❧❛ ♠❛❥♦/✐13 ❞❡& ❛❧❣♦/✐1❤♠❡& ❞❡
❧♦❝❛❧✐&❛1✐♦♥ ❡1 ❞❡ ❝❛/1♦❣/❛♣❤✐❡ ♥3❝❡&&✐1❡♥1 ✉♥❡ ♣✉✐&&❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝♦♥&✐❞3/❛❜❧❡✱ ✐♥❛❞❛♣✲
13❡ < ✉♥❡ ✉1✐❧✐&❛1✐♦♥ ♥♦♠❛❞❡✳ ❉❡& /❡❝❤❡/❝❤❡& &♦♥1 ❡✛❡❝1✉3❡& ♣♦✉/ /3❞✉✐/❡ ❧❡& /❡&&♦✉/❝❡&
♥3❝❡&&❛✐/❡& < ❝❡ 1②♣❡ ❞✬❛❧❣♦/✐1❤♠❡✱ ❝❡ A✉✐ ❛✉❣♠❡♥1❡/❛✐1 ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞✬✉1✐❧✐&❛1✐♦♥ ❞❡& &②&✲
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57.♦✉❞5❡ ❝❡ ♣5♦❜❧F♠❡✳ ▲✬✉♥❡ ❞❡. ♣5❡♠✐F5❡ ❛♣♣5♦❝❤❡ ❞✉ ❙▲❆▼ ❝♦♥.✐.*❡ 6 ✉*✐❧✐.❡5 ❧❛
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▲❛ ❢♦2+❡ ❞4♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞✉ +❡♠♣ ❞✬❡①4❝✉+✐♦♥ F ❧❛ +❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛2+❡ ❛ ✐♥❞✉✐+ ❧✬4+✉❞❡ ❞❡
❧✬✐♠♣♦2+❛♥❝❡ ❞❡ ♠❛✐♥+❡♥✐2 ✉♥❡ ♠❛+2✐❝❡ ❞❡ ❝♦224❧❛+✐♦♥ ❝♦♠♣❧1+❡✳ ❯♥❡ 4+✉❞❡ ❡①♣42✐♠❡♥✲
+❛❧❡ ❛ 4+4 ♠❡♥4❡ ♣❛2 ❈❛ +❡❧❧❛♥♦ ❡! ❛❧✳ ❬✶✸❪ ♣♦✉2 ❝♦♠♣❛2❡2 ❧❡ 24 ✉❧+❛+ ❞✬✉♥ ❊❑❋✲❙▲❆▼
❝♦♠♣♦2+❛♥+ ❧❛ ❝♦224❧❛+✐♦♥ +♦+❛❧❡✱ ✉♥❡ ❝♦224❧❛+✐♦♥ ♣❛2+✐❡❧❧❡ ♦✉ ❛✉❝✉♥❡ ❝♦224❧❛+✐♦♥✳ ❙❛♥ 
❝♦224❧❛+✐♦♥✱ ❧❛ ❝❛2+❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐2♦♥♥❡♠❡♥+ ❞❡✈✐❡♥+ +21 2❛♣✐❞❡♠❡♥+ ✐♥❝♦♥ ✐ +❛♥+❡✱ ❞❡ ♣❧✉ 
❧❛ ❝♦224❧❛+✐♦♥ ♣❡2♠❡+ ❞✬❛♠4❧✐♦2❡2 ❧✬✐♥+4❣2❛❧✐+4 ❞❡ ❧❛ 2❡❝♦♥ +2✉❝+✐♦♥ ❧♦2 ❞❡ ❧✬♦❜ ❡2✈❛+✐♦♥
❞✬✉♥  ✐♠♣❧❡ ❛♠❡2✳ ❈❡ 24 ✉❧+❛+ ♦♥+ 4+4 ✈❛❧✐❞4 +❤4♦2✐6✉❡♠❡♥+ ♣❛2 ❈ ♦2❜❛ ❬✶✹❪ ♣✉✐ 
♣❛2 ❉✐  ❛♥❛②❛❦❡ ❡! ❛❧✳ ❬✶✺❪ 6✉✐ ♦♥+ ❞4♠♦♥+24 ❧❛ ♥4❝❡  ✐+4 ❞❡ ❝♦♥ ❡2✈❡2 ❧✬✐♥+4❣2❛❧✐+4 ❞❡
❧❛ ♠❛+2✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛2✐❛♥❝❡ ♣♦✉2 ❣❛2❛♥+✐2 ❧❛ ❝♦♥✈❡2❣❡♥❝❡ ❞✉ ✜❧+2❡✳
✶✳✷✳✷ ❱❡%& ❧✬✉*✐❧✐&❛*✐♦♥ ❞❡ ❝❛♣*❡✉%& ❜❛& ❝♦3*
▲❡ 2❡❝❤❡2❝❤❡ ♣24❝4❞❡♠♠❡♥+ ❝✐+4❡ ♦♥+ ❞4✜♥✐ ❞❡ ❛❧❣♦2✐+❤♠❡ ❞❡ ❙▲❆▼ ❜❛ 4  ✉2
✉♥ ✜❧+2❡ ❞❡ ❦❛❧♠❛♥✳ ▲❡ ♣2✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ✜❧+2❡ ❡ + ✐♥❞4♣❡♥❞❛♥+ ❞✉ +②♣❡ ❞❡ ❝❛♣+❡✉2 ✉+✐❧✐ 4✳
❉❡✉① +②♣❡ ❞❡ ❝❛♣+❡✉2  ♦♥+ ❝♦✉2❛♠♠❡♥+ ✉+✐❧✐ 4 ✿
✕ ❧❡ ❝❛♣+❡✉2 ♣2♦♣2✐♦❝❡♣+✐❢ 6✉✐ 2❡♥ ❡✐❣♥❡♥+  ✉2 ❧❡ ❞4♣❧❛❝❡♠❡♥+ ♣2♦♣2❡ ❞✉ 2♦❜♦+
✭♦❞♦♠4+2❡ ✱ ❛❝❝4❧42♦♠1+2❡ ♦✉ ❣②2♦♠1+2❡ ✮✳
✕ ❧❡ ❝❛♣+❡✉2 ❡①+42♦❝❡♣+✐❢ 6✉✐ 2❡♥ ❡✐❣♥❡♥+  ✉2 ❧✬❡♥✈✐2♦♥♥❡♠❡♥+ ❡♥+♦✉2❛♥+ ❧❡ 2♦❜♦+
✭+4❧4♠1+2❡ ❧❛ ❡2 ♦✉ ❝❛♠42❛ ✮✳
▲❡ ♣2❡♠✐12❡ ✐♠♣❧4♠❡♥+❛+✐♦♥ ❞✬❛❧❣♦2✐+❤♠❡ ❞❡ ❙▲❆▼ ♦♥+ 4+4 ❡✛❡❝+✉4❡ F ❧✬❛✐❞❡ ❞❡
+4❧4♠1+2❡ ❧❛ ❡2✳ ❈❡ +②♣❡ ❞❡ ❝❛♣+❡✉2✱ ♣24❝✐ ❡+ 2♦❜✉ +❡✱ ❣4♥42❡ ♣❡✉ ❞✬❡22❡✉2 ❡+ ❢♦✉♥✐+
❞❡ ♠❡ ✉2❡ 2❛♣✐❞❡ ❡+ ♣24❝✐ ❡ ✳ ❉1 ✶✾✾✻✱ ❇❡+❣❡✲❇2❡③❡+③ ❡! ❛❧✳ ❬✶✻❪ ♣2♦♣♦ ❡♥+ ✉♥❡ ✈❛❧✲
✐❞❛+✐♦♥ ❡①♣42✐♠❡♥+❛❧❡ ❞❡ ❧✬❊❑❋✲❙▲❆▼  ✉2 ✉♥ 2♦❜♦+ 46✉✐♣4 ❞✬✉♥ +4❧4♠1+2❡ ❧❛ ❡2✱ ✉♥❡
❡①♣42✐♠❡♥+❛+✐♦♥  ✐♠✐❧❛✐2❡ ❛ 4+4 24❛❧✐ 4❡ ♣❛2 ❈ ♦2❜❛ ❬✶✹❪✳
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✉♥ ❝❛♣0❡✉! ❜❛. ❝♦=0✳ ▲❛ ❝❛!0❡✱ ❛✐♥.✐ 6✉❡ ❧❛ ♣♦.✐0✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛♠5!❛✱ .♦♥0 !❡♣!5.❡♥05❡. ❡♥
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❡♥ 0!♦✐. ❞✐♠❡♥.✐♦♥.✳ ❉❛✈✐.♦♥ ♣!♦♣♦.❡ ✉♥❡ ♠50❤♦❞❡ ❞✬✐♥✐0✐❛❧✐.❛0✐♦♥ ❞❡. ❛♠❡!. ❜❛.5❡
.✉! ✉♥ ✜❧0!❡ ♣❛!0✐❝✉❧❛✐!❡✳ ▲✬✐♥❝❡!0✐0✉❞❡ ❞❡ ♣!♦❢♦♥❞❡✉!✱ ❞=❡ D ❧✬✉0✐❧✐.❛0✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❛♠5!❛
♠♦♥♦❝✉❧❛✐!❡✱ ❡.0 !5❞✉✐0❡ ❛✉ ❢✉! ❡0 D ♠❡.✉!❡ ❞✉ ❞5♣❧❛❝❡♠❡♥0✳ ❯♥❡ ❢♦✐. ❧✬✐♥❝❡!0✐0✉❞❡ ❛..❡③
!5❞✉✐0❡✱ ❧✬❛♠❡! ❡.0 ❛❥♦✉05 D ❧❛ ❝❛!0❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐!♦♥♥❡♠❡♥0✳ ▲❛ ✜❣✉!❡ ✶✳✶ !❡♣!5.❡♥0❡ ❧❡.
❞✐✛5!❡♥0❡. 50❛♣❡. ❞❡ ❧✬❛❧❣♦!✐0❤♠❡ ♣!♦♣♦.5 ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥✐0✐❛❧✐.❛0✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❛♠❡!.✱ ❧❡
❞5♣❧❛❝❡♠❡♥0 ❞❡ ❧❛ ❝❛♠5!❛ ♣✉✐. ❧❛ !❡❧♦❝❛0✐♦♥ ❞❡. ❛♠❡!.✳
M♦✉! ❝♦♥.❡!✈❡! ✉♥ ❛.♣❡❝0 0❡♠♣.✲!5❡❧✱ ❉❛✈✐.♦♥ ♣!♦♣♦.❡ ✉♥❡ ❣❡.0✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛!0❡ ❞❡ ❧✬❡♥✲
✈✐!♦♥♥❡♠❡♥0 ♣❡!♠❡00❛♥0 ❞❡ ❧✐♠✐0❡! ❧❡ ♥♦♠❜!❡ ❞✬❛♠❡!. ♣!5.❡♥0.✳
❆✉❥♦✉!❞✬❤✉✐✱ ❧✬❊❑❋✲❙▲❆▼ ❡.0 0♦✉❥♦✉!. ❧❡ .✉❥❡0 ❞❡ ♠✉❧0✐♣❧❡. 50✉❞❡.✱ ♦♣0✐♠✐.❛0✐♦♥. ❡0
✐♠♣❧❛♥0❛0✐♦♥.✳ ❈❡. 50✉❞❡. ♣♦!0❡♥0 ♣!✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥0 .✉! ❧✬♦♣0✐♠✐.❛0✐♦♥ ❞❡. ♣♦✐♥0. ♥5❣❛0✐❢.
❞❡ ❧✬❛❧❣♦!✐0❤♠❡ 0❡❧. 6✉❡ .❛ ❢♦!0❡ ❞5♣❡♥❞❛♥❝❡ D ❧❛ 0❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛!0❡✳
✶✳✷✳✸ ▲❡& ❧✐♠✐*❛*✐♦♥& ❞❡ ❧✬❊❑❋✲❙▲❆▼
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-✐♦♥# ❡#- /✉❡ ❧✬✉-✐❧✐#❛-✐♦♥ ❞✬❛&❝❤✐-❡❝-✉&❡# &❡❝♦♥✜❣✉&❛❜❧❡# ❝♦♥L✉❡# ❡♥ ❛❞'/✉❛-✐♦♥ ❛✈❡❝
❧❡# ❛❧❣♦&✐-❤♠❡# ♣❡&♠❡- ❧❡ -&❛✐-❡♠❡♥- ♣❛&❛❧❧4❧❡ ❞❡ ♣❧✉#✐❡✉&# ♣✐①❡❧#✳
❇♦-❡&♦ ❡! ❛❧✳ ❬✽❪ ♣&♦♣♦#❡♥- ✉♥❡ ❛&❝❤✐-❡❝-✉&❡ ❡♥ ❝♦❞❡#✐❣♥ ♣♦✉& ❡①'❝✉-❡& ✉♥ ❊❑❋✲
❙▲❆▼✳ ▲❛ ❞'-❡❝-✐♦♥ ❞❡# ♣&✐♠✐-✐✈❡# ✭❍❛&&✐#✮ ❡#- ❡✛❡❝-✉'❡ 1 ❧❛ ❢&'/✉❡♥❝❡ ♣✐①❡❧✐/✉❡ 1 ❧✬❛✐❞❡
❞✬✉♥❡ ❛&❝❤✐-❡❝-✉&❡ ♠❛-'&✐❡❧❧❡ ❛❧♦&# /✉❡ ❧❡ ❝♦❡✉& ❞❡ ❧✬❛❧❣♦&✐-❤♠❡ ❡#- ✐♠♣❧'♠❡♥-' #✉& ✉♥
♣&♦❝❡##❡✉& #♦❢-❝♦&❡ ✭▼✐❝&♦❜❧❛③❡✮✳ ▲❛ ✜❣✉&❡ ✶✳✽ &❡♣&'#❡♥-❡ ❧✬❛&❝❤✐-❡❝-✉&❡ ♠✐#❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡
♣❛& ❇♦-❡&♦ ❡! ❛❧✳ ❬✽❪✳ ▲❡# ♣❡&❢♦&♠❛♥❝❡# ♦❜-❡♥✉❡# ♣❛& ❧❡✉& #②#-4♠❡ #♦♥- ♣&♦♠❡--❡✉#❡#✳
❆ ✸✵ ❍③✱ ❧❡ ✜❧-&❡ ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ ♣❡✉- ❝♦♥-❡♥✐& ❥✉#/✉✬1 ✸✵ ❛♠❡&# ❡- &'❛❧✐#❡& ❥✉#/✉✬❛ ✻
♦❜#❡&✈❛-✐♦♥# ♣❛& ✐♠❛❣❡#✳
▲✬✉-✐❧✐#❛-✐♦♥ ❞✬✉♥ ❋A●❆ ♣♦✉& ✐♠♣❧❛♥-❡& ✉♥ ❊❑❋✲❙▲❆▼ ❛ '-' &'❛❧✐#'❡ ♣❛& ■❞&✐#
❡! ❛❧✳ ❬✼✶❪ ❡- ❇♦♥❛-♦ ❡! ❛❧✳ ❬✼✷❪✳ ▲❡# '/✉❛-✐♦♥# ❞❡ ❧❛ ♣❤❛#❡ ❞✬❡#-✐♠❛-✐♦♥ ❞✉ ✜❧-&❡ ♦♥- '-'
♦♣-✐♠✐#'❡# #✉& ✉♥❡ ❛&❝❤✐-❡❝-✉&❡ ♣&♦❣&❛♠♠❛❜❧❡✳ ▲❡# ♣❡&❢♦&♠❛♥❝❡# ♦❜-❡♥✉❡# #♦♥- -&4#
✐♥-'&❡##❛♥-❡#✳ ▲❡ ♣&✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❜❛#❡ ❞❡ ❧❡✉& ❛&❝❤✐-❡❝-✉&❡ ❡#- ❞✬✉-✐❧✐#❡& ❧❛ &❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡#
❞♦♥♥'❡# ✉-✐❧✐#'❡# ♣♦✉& ❧❛ ♠✉❧-✐♣❧✐❝❛-✐♦♥ ♠❛-&✐❝✐❡❧❧❡ ❡♥ '✈✐-❛♥- ❧❡# ❝❤❛&❣❡♠❡♥-# ♠✉❧-✐✲
♣❧❡#✳ ❉❡# ♠'♠♦✐&❡# #✉♣♣❧'♠❡♥-❛✐&❡# #♦♥- ✉-✐❧✐#'❡# ♣♦✉& '✈✐-❡& ❝❡# ❝❤❛&❣❡♠❡♥-#✱ ❞❡ ♣❧✉#
❡❧❧❡# ♣❡&♠❡--❡♥- ❞✬❛✉❣♠❡♥-❡& ❧❡ ❞'❜✐- ♠'♠♦✐&❡✳ ▲❡✉& ❛&❝❤✐-❡❝-✉&❡ ♠❡- ❡♥ '✈✐❞❡♥❝❡ ❧❛
✶✳✽ ❙②♥&❤()❡ ✷✹
♥!❝❡$$✐&! ❞❡ ❝♦♥❝❡✈♦✐* ❞❡$ ❛❝❝,$ ♠!♠♦✐*❡$ ❡✣❝❛❝❡$✱ $✉*&♦✉& ❞❛♥$ ❧❡ ❝❛$ ❞❡ ♠❛&*✐❝❡$ ❞❡
❣*❛♥❞❡$ ❞✐♠❡♥$✐♦♥$✳ ▲❡$ *!$✉❧&❛&$ ♦❜&❡♥✉$ ♣❡*♠❡&&❡♥& ❞❡ $&♦❝❦❡* ✶✽✵✵ ❛♠❡*$ ❡♥ ❞❡✉①
❞✐♠❡♥$✐♦♥$ ❞❛♥$ ❧❡ ✈❡❝&❡✉* ❞✬!&❛& ❡& $❛ ♠❛&*✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛*✐❛♥❝❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥&✱ ❧❛ ♠✐$❡ >
❥♦✉* ♥✬❡$& *!❛❧✐$!❡ @✉❡ ♣♦✉* ✉♥ $❡✉❧ ❛♠❡*✳
✶✳✽ ❙②♥&❤()❡
▲❡ &❛❜❧❡❛✉ ✶✳✶ *!$✉♠❡ ❧❡$ $②$&,♠❡$ *!❝❡♥&$ ❞❡ ❙▲❆▼✳ ❆ ♣❛*&✐* ❞❡ ❧✬❛♥♥!❡ ✷✵✵✸✱
❧✬✉&✐❧✐$❛&✐♦♥ ❡♥ &❡♠♣$ *!❡❧ ❡$& ❛♣♣❛*✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ▼♦♥♦❙▲❆▼ ❞❡ ❉❛✈✐$♦♥ ❬✶❪✳ ❈❡&&❡
❛✈❛♥❝!❡ ♠❛❥❡✉*❡ ❛ ♠♦♥&*! ❧❛ ♣♦$$✐❜✐❧✐&! ❞❡ *!❛❧✐$❡* ❧❛ ❝❛*&♦❣*❛♣❤✐❡ ❡& ❧❛ ❧♦❝❛❧✐$❛&✐♦♥
$✐♠✉❧&❛♥!❡ ❞✬✉♥❡ $✐♠♣❧❡ ✇❡❜❝❛♠ ❡♥ &❡♠♣$ *!❡❧ $✉* ✉♥ ♦*❞✐♥❛&❡✉* ❞❡ ❜✉*❡❛✉✳ ❊♥$✉✐&❡✱
❞❡$ ❝❛♣&❡✉*$ ❜❛$ ❝♦M& ♦♥& !&! ✉&✐❧✐$!$ ♣♦✉* ❝♦♥❝❡✈♦✐* ❞❡$ $②$&,♠❡$ ❞❡ ❙▲❆▼ ❡♠❜❛*✲
@✉!$✳ ▲✬✐♠♣❧❛♥&❛&✐♦♥ *!❛❧✐$!❡ ♣❛* ❑❧❡✐♥ ❡& ▼✉**❛② ❬✹✽❪ $✉* ✉♥ ✐♣❤♦♥❡ ❡$& ❧❛ ♣*❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛
♣♦$$✐❜✐❧✐&! ❞❡ *!$♦✉❞*❡ ❧❛ ♣*♦❜❧!♠❛&✐@✉❡ > ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❛♣&❡✉*$ ❜❛$ ❝♦M& ❡& ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❛&❡✉*$
❞✐$♣♦$❛♥& ❞❡ *❡$$♦✉*❝❡$ ❧✐♠✐&!❡$✳
Q❧✉$ *!❝❡♠♠❡♥&✱ ❧✬✉&✐❧✐$❛&✐♦♥ ❞✬❛*❝❤✐&❡❝&✉*❡$ ❞!❞✐!❡$ ❡$& ❛♣♣❛*✉❡✳ ❈❡$ ❛*❝❤✐&❡❝&✉*❡$
♠❛&!*✐❡❧❧❡$ $♦♥& ✉&✐❧✐$!❡$ ♣♦✉* *!❛❧✐$❡* ❞❡ ♥♦♠❜*❡✉① ❝❛❧❝✉❧$ ❡♥ ♣❛*❛❧❧,❧❡✳ ❇♦&❡*♦ ❡! ❛❧✳
❬✽❪ ✉&✐❧✐$❡♥& ✉♥❡ ❛*❝❤✐&❡❝&✉*❡ ♠❛&!*✐❡❧❧❡ ♣♦✉* *!❛❧✐$❡* ❧❛ ❞!&❡❝&✐♦♥ ❞❡$ ❛♠❡*$ ❛❧♦*$ @✉❡
❇♦♥❛&♦ ❡! ❛❧✳ ❬✼✷❪ ♦♥& ❝♦♥T✉$ ✉♥❡ ❛*❝❤✐&❡❝&✉*❡ ♣♦✉* ♣❛*❛❧❧!❧✐$❡* ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠❛&*✐❝✐❡❧ ❞❡
❧✬❊❑❋❙▲❆▼✳
✶✳✾ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥
▲❛ *!$♦❧✉&✐♦♥ ❞✉ ♣*♦❜❧,♠❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐$❛&✐♦♥ ❡& ❞❡ ❝❛*&♦❣*❛♣❤✐❡ $✐♠✉❧&❛♥!❡$ ❡$& !&✉❞✐!❡
❞❡♣✉✐$ ♣❧✉$✐❡✉*❡$ ❞✐③❛✐♥❡$ ❞✬❛♥♥!❡$✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥&✱ ✐❧ ♥✬❛♣♣❛*❛✐& ♣❛$ ❛✉❥♦✉*❞✬❤✉✐ ❞❡ $♦❧✉✲
&✐♦♥ ✐❞!❛❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡&✱ ❧❡$ ❛❧❣♦*✐&❤♠❡$ ♣*♦❜❛❜✐❧✐$&❡$ $❡♠❜❧❡♥& X&*❡ ✉♥❡ $♦❧✉&✐♦♥ ❛❞❛♣&!❡
❛✉① ♣*♦❜❧,♠❡$ ❧♦*$ ❞❡ ❧✬✉&✐❧✐$❛&✐♦♥ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡$ *❡$$♦✉*❝❡$✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥&✱ ❝❡ &②♣❡ ❞✬❛♣♣*♦❝❤❡
❛ ♠♦♥&*! ❞❡$ ❢❛✐❜❧❡$$❡$ ❡♥ ♣❛*&✐❝✉❧✐❡* ❧♦*$ ❞❡ ❧✬!&✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥$✐$&❛♥❝❡ ❞❡$ *!$✉❧&❛&$ ♦✉
❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐&! ❛❧❣♦*✐&❤♠✐@✉❡✳
Q❧✉$✐❡✉*$ ♣*♦♣♦$✐&✐♦♥$ ♦♥& !&! *!❛❧✐$!❡$ ❛✜♥ ❞✬❛♠!❧✐♦*❡* ❧❛ ❝♦♥$✐$&❛♥❝❡ ❞❡$ ❛❧❣♦✲
*✐&❤♠❡$✳ ❊♥ ♣❛*&✐❝✉❧✐❡*✱ ❧✬✉&✐❧✐$❛&✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②$❡ ♣❛* ✐♥&❡*✈❛❧❧❡$ ♣❡*♠❡& ❞❡ ❣❛*❛♥&✐*
❧✬❡♥$❡♠❜❧❡ ❞❡$ *!$✉❧&❛&$ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐$❛&✐♦♥ ❡& ❞❡ ❝❛*&♦❣*❛♣❤✐❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥&✱ ❝❡ &②♣❡ ❞❡
♠!&❤♦❞❡ ♥✬❡$& ♣❡*❢♦*♠❛♥& @✉❡ ❞❛♥$ ❧❡ ❝❛$ ❞❡ ❜*✉✐&$ ❜♦*♥!$✳
▲❡$ ✐♠♣❧❛♥&❛&✐♦♥$ ❡♠❜❛*@✉!❡$ ❞✬❛❧❣♦*✐&❤♠❡$ ❞❡ ❙▲❆▼ ♥❡ $♦♥& ♣❛$ ♥♦♠❜*❡✉$❡$✱ ❡♥
♣❛*&✐❝✉❧✐❡* $✐ ♦♥ $❡ ❧✐♠✐&❡ > ❧✬✉&✐❧✐$❛&✐♦♥ ❞❡ ❝❛♣&❡✉*$ ❜❛$ ❝♦M& ❡& ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❛&❡✉*$ > ❢❛✐❜❧❡$
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❢❛✐$❛♥&❡$ $✉* ✉♥❡ ❛*❝❤✐&❡❝&✉*❡ ❡♠❜❛*@✉!❡✱ ✐❧ ❡$& ❛❜$♦❧✉♠❡♥& ♥!❝❡$$❛✐*❡ ❞❡ &✐*❡* ♣*♦✜&
❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡$ ❝❛♣❛❝✐&!$ $♣!❝✐✜@✉❡$ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧❛&❡✉*✳
✶✳✾ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥ ✷✺
❈❡""❡ ❛❞%&✉❛"✐♦♥ ❛❧❣♦-✐"❤♠❡ ❛-❝❤✐"❡❝"✉-❡ ❛ ♣♦✉22% ❞❡2 -❡❝❤❡-❝❤❡2 ✈❡-2 ❧✬✐♠♣❧❛♥"❛"✐♦♥
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♠❡♥* ✉*✐❧✐#5 ♣❛) ❞❡# )♦❜♦*# ❞✬❡①♣❧♦)❛*✐♦♥#✱ ❢❛❝✐❧✐*❡ ❧❡ ❞5♣❧❛❝❡♠❡♥* ♠J♠❡ ❞❛♥# ✉♥ ❡#♣❛❝❡
✷✳✷ ■♥$%&✉♠❡♥%❛%✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❧❛%❡❢♦&♠❡ ❡①♣3&✐♠❡♥%❛❧❡ ✸✷
 !❞✉✐%✳ ❊♥ ❡✛❡%✱ ❡❧❧❡ ❞♦♥♥❡ . ❧❛ ♣❧❛%❡❢♦ ♠❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐%! ❞✬❡✛❡❝%✉❡ ✉♥❡  ♦%❛%✐♦♥ 5✉ ✉♥
♣♦✐♥% ✜①❡✳
❈❛♣%❡✉()
▲❛ ♣❧❛%❡❢♦ ♠❡ ❡♠❜❛ :✉❡ ❞❡✉① %②♣❡5 ❞❡ ❝❛♣%❡✉ 5 ✿ ❞❡5 ❝❛♣%❡✉ 5 ♣ ♦♣ ✐♦❝❡♣%✐❢5 ❡% ✉♥
❝❛♣%❡✉ ❡①%! ♦❝❡♣%✐❢✳
▲❡5 ❝❛♣%❡✉ 5 ♣ ♦♣ ✐♦❝❡♣%✐❢5  ❡♥5❡✐❣♥❡♥% 5✉ ❧❡5 ♠♦✉✈❡♠❡♥%5 ❞✉  ♦❜♦%✳ ◆♦✉5 ❛✈♦♥5 ❝❤♦✐5✐
❞✬!:✉✐♣❡ ❧❡ ♠♦❜✐❧❡ ❞❡ ❞❡✉① ♦❞♦♠A% ❡5 ❛✜♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡ ❞!♣❧❛❝❡♠❡♥% ❞❡ ❝❤❛:✉❡  ♦✉❡✳
▲❡5 ♦❞♦♠A% ❡5 5♦♥% ❞❡5 ❝❛♣%❡✉ 5 ✜❛❜❧❡5 ❡% ♣ !❝✐5✳ ❉❡ ♣❧✉5✱ ❧❡✉ ♠✐5❡ ❡♥ C✉✈ ❡ ♠!❝❛✲
♥✐:✉❡ ❡5% 5✐♠♣❧❡ ✿ ✐❧5 5♦♥% ✜①!5 5✉ ❧✬❛ ❜ ❡ ❞❡ 5♦ %✐❡ ❛  ✐A ❡ ❞❡ ❝❤❛:✉❡ ♠♦%❡✉ ✳
▲❛ ♣❧❛%❡❢♦ ♠❡ ❡5% !:✉✐♣!❡ ❞✬✉♥ ❝❛♣%❡✉ ❡①%! ♦❝❡♣%✐❢ ✿ ✉♥❡ ❝❛♠! ❛ ✭❑✐♥❡❝%✮✳ ❈❡%%❡ ❞❡ ✲
♥✐A ❡ ❢♦✉ ♥✐% ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦✉❧❡✉ ❡% ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ✸❉ ❞❡ ❧❛ 5❝A♥❡ ♦❜5❡ ✈!❡✳ ▲❡5 ❞♦♥♥!❡5 ✸❉
♥✬♦♥% ♣❛5 !%! ❡①♣❧♦✐%!❡5 ❧♦ 5 ❞❡ ❝❡%%❡ %❤A5❡✳ ❖♥ 5❡ ❧✐♠✐%❡ . ❧✬✉%✐❧✐5❛%✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡♥
♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣ ✐5 ✭640× 480 ♣✐①❡❧5✮✳
❈❛(%❡ ❞❡ ❝♦♥%(.❧❡
▲❛ ❝❛ %❡ ❞❡ ❝♦♥% K❧❡✱ ❞❡ %②♣❡ ❆ ❞✉✐♥♦✱ ✐♥❝❧✉% ✉♥ ♠✐❝ ♦♣ ♦❝❡55❡✉ ❆❘▼ ❆%♠❡❣❛✶✻✽
✭❝❛❞❡♥❝! . ✶✻▼❤③✮✳ ❈❡%%❡ ❝❛ %❡ ❝♦♥% K❧❡ ❧❡5 ❞❡✉① ♠♦%❡✉ 5✱ ❞!❝♦❞❡ ❧❡5 ❞♦♥♥!❡5 ✐55✉❡5
❞❡5 ♦❞♦♠A% ❡5 ❡% ❝♦♠♠✉♥✐:✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❛ %❡ ❞❡ % ❛✐%❡♠❡♥% ♣❛ ❧❡ ❜✐❛✐5 ❞✬✉♥❡ ❧✐❛✐5♦♥
5! ✐❡ ❘❙✷✸✷✳
❈❛(%❡ ❞❡ %(❛✐%❡♠❡♥%
▲❡5 ❛❧❣♦ ✐%❤♠❡5 ❞❡  ❡❝♦♥5% ✉❝%✐♦♥5 ❞❡ 5❝A♥❡ 5❡ ♦♥% ✐♠♣❧❛♥%! 5✉ ❝❡%%❡ ❝❛ %❡✳ ▼✐♥✐❇
❛ !%! ❝♦♥V✉ ♣♦✉ !✈❛❧✉❡ ❞✐✛! ❡♥%5 5②5%A♠❡5 ❡% ❞♦♥❝  ❡❝❡✈♦✐ ❞✐✛! ❡♥%❡5 ❝❛ %❡5 ❞❡ % ❛✐✲
%❡♠❡♥% ❞❡ ♥❛%✉ ❡ ❞✐✛! ❡♥%❡5✳ ❊♥ ♣❛ %✐❝✉❧✐❡ ✱ ❝❡5 ❝❛ %❡5 ❞❡ % ❛✐%❡♠❡♥%5 5♦♥% !:✉✐♣!❡5
❞❡ ♣ ♦❝❡55❡✉ ❤♦♠♦❣A♥❡ ♦✉ ❤!%! ♦❣A♥❡✳ ❊♥✜♥✱ ❝❡5 ❝❛ %❡5 ❞✐5♣♦5❡♥% ❞✬✉♥❡ ❧✐❛✐5♦♥ ✇✐✜
♣❡ ♠❡%%❛♥% ✉♥❡ ❧✐❛✐5♦♥ ❜✐❞✐ ❡❝%✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ❧✬♦♣! ❛%❡✉ ✳
❆❧✐♠❡♥%❛%✐♦♥
▲❛ ♣❧❛%❡❢♦ ♠❡ ❡♠❜❛ :✉❡ ❞❡✉① ❜❛%%❡ ✐❡5 ◆■▼❍ ❞❡ ✼✳✷❱ ✸✸✵✵♠❆❤ :✉✐ ❛❧✐♠❡♥%❡♥% ❧❛
❝❛♠! ❛ ❑✐♥❡❝% ✭✶✷❱✮✱ ❧❡5 ♠♦%❡✉ 5 ✭✼✳✷❱✮ ❡% ❧✬❡♥5❡♠❜❧❡ ❞❡5 ❛✉% ❡5 ❝♦♠♣♦5❛♥%5 ✭✺❱✮✳
❙♣"❝✐✜❝❛'✐♦♥* ❚❡❝❤♥✐.✉❡*
▼♦%♦(✐)❛%✐♦♥
▲❛ ♣❧❛%❡❢♦ ♠❡ ❡5% !:✉✐♣!❡ ❞❡ ❞❡✉① ♠♦%❡✉ 5 . ❝♦✉ ❛♥% ❝♦♥%✐♥✉✱ ❛❧✐♠❡♥%!5 ♣❛ ✉♥❡
%❡♥5✐♦♥ ❞❡ ✼✳✷❱✳ ❆✈❡❝ ✉♥❡ ✈✐%❡55❡ ❞❡  ♦%❛%✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ✶✻✵ % ✴♠✐♥ ❡% ❞❡5  ♦✉❡5 ❞❡
✹❝♠ ❞❡ ❞✐❛♠A% ❡5✱ ❧❛ ✈✐%❡55❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❛%%❡✐♥%❡ ♣❛ ❧❡  ♦❜♦% ❡5% ❞❡ ✸✺ ❝♠✴5✳ ❊❧❧❡ ❡5%
❛❞❛♣%!❡ . ♥♦% ❡ ♣ ♦❜❧!♠❛%✐:✉❡ ❞✬❡①♣❧♦ ❛%✐♦♥ ❞✬❡♥✈✐ ♦♥♥❡♠❡♥% ✐♥%! ✐❡✉ ✳
✷✳✷ ■♥$%&✉♠❡♥%❛%✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❧❛%❡❢♦&♠❡ ❡①♣3&✐♠❡♥%❛❧❡ ✸✸
❖❞♦♠%&'❡)
❯♥ ♦❞♦♠%&'❡ ❞❡ ✻✷✹ ♣❛.✴&♦✉' ❡.& ✜①3 .✉' ❝❤❛6✉❡ ♠♦&❡✉' ❞❡. '♦✉❡.✳ ❆✈❡❝ ❝❡&&❡
♣'3❝✐.✐♦♥✱ ✉♥❡ ✐♠♣✉❧.✐♦♥ ❝♦''❡.♣♦♥❞ = ✉♥ ❞3♣❧❛❝❡♠❡♥& ❞❡ ✵✳✷♠♠✳ ❈❤❛6✉❡ ♦❞♦♠%&'❡
❢♦✉'♥✐& ❞❡. ❞♦♥♥3❡. ❡♥ 6✉❛❞'❛&✉'❡✱ ✐♥❞✐.♣❡♥.❛❜❧❡ ♣♦✉' ❝♦♥♥❛✐&'❡ ❧❡ .❡♥. ❞❡ '♦&❛&✐♦♥ ❞❡
❧❛ '♦✉❡✳
❈❛♠,'❛ ❡♠❜❛'.✉,❡
▼✐♥✐❇ ❡.& 36✉✐♣3 ❞✬✉♥❡ ❝❛♠3'❛ ✸❉ ✭❑✐♥❡❝&✮✱ ♣❧❛❝3❡ ❞❡ ♠❛♥✐%'❡ ❢'♦♥&❛❧❡✳ ❊❧❧❡ ❢♦✉'♥✐&
❞❡. ✐♠❛❣❡. ❞❡ 640× 480 ♣✐①❡❧. = ❧❛ ❢'36✉❡♥❝❡ ❞❡ 30 ✐♠❛❣❡. ♣❛' .❡❝♦♥❞❡✳
❈❛'&❡ ❞❡ ❝♦♥&'2❧❡
❯♥ ❝♦♣'♦❝❡..❡✉' ✭❆❚▼❡❣❛✶✻✽✮ ❡.& ♠✐. ❡♥ ♣❧❛❝❡ ♣♦✉' ♣'3&'❛✐&❡' ❧❡. ❞♦♥♥3❡. ✐..✉❡.
❞❡. ❝❛♣&❡✉'. ❡& ❝♦♥&'O❧❡' ❧❡. ♠♦&❡✉'.✳ ▲❡ ❝♦♣'♦❝❡..❡✉' '3❣✉❧❡ ❧❛ ✈✐&❡..❡ ❞✉ '♦❜♦& ❡& .❛
❞✐'❡❝&✐♦♥ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❞❡✉① R❲▼ ✭R✉❧.❡✲❲✐❞&❤ ▼♦❞✉❧❛&✐♦♥✮✱ ❞3❝♦❞❡ ❧❡. .✐❣♥❛✉① ✐..✉.
❞❡. ♦❞♦♠%&'❡. ❡& ❝♦♠♠✉♥✐6✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❛'&❡ ♣'✐♥❝✐♣❛❧❡ = ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❧✐❛✐.♦♥ .3'✐❡ ❘❙✷✸✷✳
▲❡ ♣'♦❝❡..❡✉' ♣'✐♥❝✐♣❛❧ ✉&✐❧✐.❡ ❝❡&&❡ ❧✐❛✐.♦♥ ♣♦✉' '3❝✉♣3'❡' ❧❡. ❞♦♥♥3❡. ♦❞♦♠%&'✐6✉❡. ❡&
❡♥✈♦②❡' ❞❡. ❝♦♠♠❛♥❞❡. ❞❡ ✈✐&❡..❡ ❡& ❞❡ ❞✐'❡❝&✐♦♥✳
❈❛'&❡) ❞❡ &'❛✐&❡♠❡♥&
▲❛ ♣❧❛&❡❢♦'♠❡ ❡.& ❝♦♥W✉❡ ♣♦✉' 3✈❛❧✉❡' ❞✐✛3'❡♥&❡. ❝❛'&❡. ❞❡ &'❛✐&❡♠❡♥&✱ ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡.
♦♥& 3&3 3✈❛❧✉3❡. ✿
✕ ▲❛ ♣'❡♠✐%'❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❡.& ❝♦♥W✉❡ ❛✉&♦✉' ❞✬✉♥ ♣'♦❝❡..❡✉' ❤3&3'♦❣%♠❡ ✐♥❝❧✉❛♥& ♣❧✉✲
.✐❡✉'. ❝♦❡✉'. ❞❡ ♥❛&✉'❡. ❞✐✛3'❡♥&❡.✳ ❊①♣3'✐♠❡♥&❛❧❡♠❡♥&✱ ❧❛ ❝❛'&❡ 3✈❛❧✉3❡ ❡.& ❧❛
●✉♠.&✐①✱ 36✉✐♣3❡ ❞✬✉♥ ❖▼❆R✸✺✸✵ ❝♦♥.&✐&✉3 ❞✬✉♥ ❝♦❡✉' ❆❘▼ ❈♦'&❡① ❆✽ ❡& ❞✬✉♥
❉❙R ❈✻✹①✳
✕ ▲❛ .❡❝♦♥❞❡ ❝❛&3❣♦'✐❡ ❡.& ❝♦♥W✉❡ ❛✉&♦✉' ❞✬✉♥ ♣'♦❝❡..❡✉' ❤♦♠♦❣%♥❡ ❞✐.♣♦.❛♥& ❞❡
♣❧✉.✐❡✉'. ❝♦❡✉'. ❞❡ ♠^♠❡ ♥❛&✉'❡✳ ▲❛ ❝❛'&❡ ✉&✐❧✐.3❡ ❡.& ❧❛ R❛♥❞❛❜♦❛'❞✱ 36✉✐♣3❡
❞✬✉♥ ❖▼❆R✹✹✻✵ ❞✐.♣♦.❛♥& ❞❡ ❞❡✉① ❝♦❡✉'. ❆❘▼ ❈♦'&❡① ❆✾✳
❆'❝❤✐&❡❝&✉'❡ ❤,&,'♦❣%♥❡ ▲❡ ♣'❡♠✐❡' ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ &'❛✐&❡♠❡♥& ❡.& ❜❛.3 .✉' ✉♥ ♣'♦❝❡..❡✉'
❖▼❆R✸✺✸✵✳ ■❧ .✬❛❣✐& ❞✬✉♥❡ ❛'❝❤✐&❡❝&✉'❡ ❤3&3'♦❣%♥❡ ❝♦♠♣♦.3❡ ❞✬✉♥ ♣'♦❝❡..❡✉' ❆❘▼
❈♦'&❡①✲❆✽ ❝❛❞❡♥❝3 = ✺✵✵ ▼❍③ ❡& ❞✬✉♥ ❉❙R ❈✻✹① ❝❛❞❡♥❝3 = ✹✸✵ ▼❤③✳ ▲❡ ♣'♦❝❡..❡✉'
❞✐.♣♦.❡ ❞✬✉♥ ❝♦♣'♦❝❡..❡✉' ❣'❛♣❤✐6✉❡ ✭R♦✇❡'❱❘✮ ♣❡'♠❡&&❛♥& ✉♥❡ ❛❝❝3❧3'❛&✐♦♥ ✸❉✳
▲❡ ♣'♦❝❡..❡✉' ♣'✐♥❝✐♣❛❧✱ ❧❡ ❆❘▼ ❈♦'&❡①✲❆✽✱ ❞✐.♣♦.❡ ❞✬✉♥ ❝♦♣'♦❝❡..❡✉' ✈❡❝&♦'✐❡❧ ❙■▼❉
◆❊❖◆✳ ▲✬✉♥✐&3 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ◆❊❖◆ ❡.& ❧✬36✉✐✈❛❧❡♥& ❞❡ ❙❙❊ .✉' ✉♥ ♣'♦❝❡..❡✉' ❳✽✻✳
❈❡&&❡ ❛'❝❤✐&❡❝&✉'❡ ❞✐.♣♦.❡ ❞❡ ✺✶✷ ▼♦ ❞❡ ♠3♠♦✐'❡ ❙❉❘❆▼ ❡& ❞✬✉♥❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❲✐❋✐
✭✽✵✷✳✶✶❣✮ ♣❡'♠❡&&❛♥& ❞❡ ❝♦♥&'O❧❡' ❧❛ ♣❧❛&❡❢♦'♠❡ = ❞✐.&❛♥❝❡✳
✷✳✸ ❚$❛✐'❡♠❡♥' ❞❡ ❞♦♥♥-❡. ❝❛♣'❡✉$. ✸✹
❈♦♥❝❡%♥❛♥' ❧❛ ❝♦♥)♦♠♠❛'✐♦♥ ,❧❡❝'%✐-✉❡✱ ❧❛ ❝❛%'❡ ❝♦♥)♦♠♠❡ ❡♥✈✐%♦♥ ✺✵✵ ♠❆✱ )♦✉) ✺❱
❛✈❡❝ ❧❡ ✇✐✜ ❛❝'✐✈,✳
❆#❝❤✐'❡❝'✉#❡ ❤♦♠♦❣-♥❡ ▲❡ )❡❝♦♥❞ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ '%❛✐'❡♠❡♥' ❡)' ❜❛), )✉% ✉♥ ♣%♦❝❡))❡✉%
❖▼❆>✹✹✻✵✳ ❈❡ ♣%♦❝❡))❡✉% ❞✐)♣♦)❡ ❞❡ ❞❡✉① ❝B✉%) ❆❘▼ ❈♦%'❡① ❆✾✱ ❝❛❞❡♥❝, E ✉♥❡
❢%,-✉❡♥❝❡ ❞❡ ✶ ●❤③ ❡' ❞✐)♣♦)❛♥' ❞✬✉♥ ❝♦♣%♦❝❡))❡✉% ✈❡❝'♦%✐❡❧ ❙■▼❉ ◆❊❖◆✳
▲❡ ❝B✉% ❈♦%'❡①✲❆✾ ❢♦✉%♥✐' ❞✬❡①❝❡❧❧❡♥') ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ♣❡%❢♦%♠❛♥❝❡✳ ❈❡ ♣%♦❝❡))❡✉% ❡)' ✉♥❡
)♦❧✉'✐♦♥ ✐❞,❛❧❡ ♣♦✉% ❧❡) )②)'S♠❡) ♥,❝❡))✐'❛♥' ❞❡) ♣❡%❢♦%♠❛♥❝❡) ,❧❡✈,❡) ❡' ✉♥❡ ❝♦♥)♦♠✲
♠❛'✐♦♥ ,❧❡❝'%✐-✉❡ ❢❛✐❜❧❡✳ ❆✉❥♦✉%❞✬❤✉✐✱ ❧❡) ❈♦%'❡①✲❆✾ )♦♥' ❧❡) ❝B✉%) ❧❡) ♣❧✉) ♣❡%❢♦%♠❛♥')
❢❛❜%✐-✉,) ♣❛% ❆❘▼ ❡' ❞✐)♣♦♥✐❜❧❡) ♣♦✉% ❧❡ ❣%❛♥❞ ♣✉❜❧✐❝✳
❈❡ ♣%♦❝❡))❡✉% ❡)' ❛))♦❝✐, E ✶ ●♦ ❞❡ ♠,♠♦✐%❡ ❉❉❘❆▼✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ ❝❛%'❡ ❞✐)♣♦)❡ ❞✬✉♥❡
❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❲✐✜ ♣❡%♠❡''❛♥' ✉♥ ❝♦♥'%W❧❡ E ❞✐)'❛♥❝❡✳ ❈♦♠♣❛%, E ❧❛ ❝❛%'❡ ●✉♠)'✐①✱ ❧❛ >❛♥✲
❞❛❜♦❛%❞ ❞✐)♣♦)❡ ❞✬✉♥ ♣%♦❝❡))❡✉% ❞❡ ❣,♥,%❛'✐♦♥ ♣❧✉) %,❝❡♥'❡✳ ❊❧❧❡ ✐♥'S❣%❡ ❞❡✉① ❝B✉%)
✭❝♦♥'%❡ ✉♥ ♣♦✉% ❧❛ ❣✉♠)'✐①✮ -✉✐ )♦♥' ❝❛❞❡♥❝,) E ✉♥❡ ❢%,-✉❡♥❝❡ ❞❡✉① ❢♦✐) )✉♣,%✐❡✉%❡)
✭✶●❤③ ❝♦♥'%❡ ✺✵✵▼❤③✮✳
❈♦♥❝❡%♥❛♥' ❧❛ ❝♦♥)♦♠♠❛'✐♦♥ ,❧❡❝'%✐-✉❡✱ ❧❛ ❝❛%'❡ ❝♦♥)♦♠♠❡ ❡♥'%❡ ✻✵✵ ❡' ✼✵✵ ♠❆✱ )♦✉)
✺❱✱ ❛✈❡❝ ❧❡ ✇✐✜ ❛❝'✐✈,✳
✷✳✸ ❚$❛✐'❡♠❡♥' ❞❡ ❞♦♥♥-❡. ❝❛♣'❡✉$.
▲❛ ♣❧❛'❡❢♦%♠❡ ❡)' ,-✉✐♣,❡ ❞❡ ♣❧✉)✐❡✉%) ❝❛♣'❡✉%) ❢♦✉%♥✐))❛♥' ❞❡) ✐♥❢♦%♠❛'✐♦♥) )✉%
❧✬❡♥✈✐%♦♥♥❡♠❡♥' ♦✉ )✉% ❧❡ ❝♦♠♣♦%'❡♠❡♥' ❞✉ %♦❜♦'✳ >♦✉% ['%❡ ❝♦%%❡❝'❡♠❡♥' ✐♥'❡%♣%,',✱
❧❡) ❞♦♥♥,❡) ✐))✉❡) ❞❡) ❝❛♣'❡✉%) %❡-✉✐S%❡♥' ✉♥ '%❛✐'❡♠❡♥'✳ ▲❡) ❞♦♥♥,❡) ♦❞♦♠S'%✐-✉❡)
)♦♥' ✉'✐❧✐),❡) ♣♦✉% ❝❛❧❝✉❧❡% ❧❡) ❞,♣❧❛❝❡♠❡♥') ❞✉ %♦❜♦'✳ ▲❡) ✐♠❛❣❡) ❞❡ ❧❛ ❝❛♠,%❛ )❡%✈❡♥'
E ❧✬✐❞❡♥'✐✜❝❛'✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥') ❞❡ ❧♦❝❛❧✐)❛'✐♦♥✳
✷✳✸✳✶ $%&❛♠❜✉❧❡
❖♥ ❝♦♥)✐❞S%❡ -✉❡ ❧❡ %♦❜♦' )❡ ❞,♣❧❛❝❡ )✉% ✉♥ ♣❧❛♥ (
→
xglob,
→
y glob)✳ ❖♥ ❞,✜♥✐' '%♦✐)
%❡♣S%❡) ✿
✕ ▲❡ %❡♣S%❡ ❣❧♦❜❛❧ ✿ Rglob = {
→
xglob,
→
y glob,
→
z glob} ❞,✜♥✐' ♣❛% ❧❛ ♣♦)✐'✐♦♥ ❡' ❧✬♦%✐❡♥'❛'✐♦♥
❞✉ ♠♦❜✐❧❡ E ❧✬✐♥)'❛♥' ✐♥✐'✐❛❧✳
✕ ▲❡ %❡♣S%❡ ♠♦❜✐❧❡ ✿ Rmob = {
→
xmob,
→
ymob,
→
zmob} ❛''❛❝❤, ❛✉ ♠♦❜✐❧❡✳ ▲✬♦%✐❣✐♥❡ ❡)'
♣♦)✐'✐♦♥♥,❡ ❛✉ ❞❡))✉) ❞✉ ❝❡♥'%❡ ❞❡ ❧✬❡♥'%❛①❡ ❞❡) %♦✉❡) ❞❛♥) ❧❡ %❡♣S%❡ ❣❧♦❜❛❧✳
✕ ▲❡ %❡♣S%❡ ❝❛♠❡%❛ ✿ Rcam = {
→
xcam,
→
y cam,
→
z cam} ❞,✜♥✐' ♣❛% ❧❛ ♣♦)✐'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛♠❡%❛
❞❛♥) ❧❡ %❡♣S%❡ ❣❧♦❜❛❧✳ ❊❧❧❡ ❡)' ♦%✐❡♥',❡ ✈❡%) ❧✬❛✈❛♥' ❞✉ %♦❜♦'✳
▲❛ ✜❣✉%❡ ✷✳✸ %❡♣%,)❡♥'❡ ❧❡) '%♦✐) %❡♣S%❡)✳ >❧✉)✐❡✉%) ❝❤❛♥❣❡♠❡♥') ❞❡ %❡♣S%❡ )♦♥' %❡-✉✐)
♣♦✉% ❡①♣%✐♠❡% ❧❡) ❝♦♦%❞♦♥♥,❡) ❞✬✉♥ ♣♦✐♥' ❞❛♥) ❧❡) ❞✐✛,%❡♥') %❡♣S%❡)✳
✷✳✸ ❚$❛✐'❡♠❡♥' ❞❡ ❞♦♥♥-❡. ❝❛♣'❡✉$. ✸✺
❋✐❣✉$❡ ✷✳✸✿ ❉!✜♥✐%✐♦♥' ❞❡' *❡♣,*❡' ❣❧♦❜❛❧✱ ♠♦❜✐❧❡ ❡% ❝❛♠!*❛
✷✳✸✳✶✳✶ ▲❛ ❧♦❝❛❧✐+❛,✐♦♥ ❞✉ ♠♦❜✐❧❡
❉❛♥# ❧❡ &❡♣(&❡ Rglob✱ ❧❛ ♣♦#✐,✐♦♥ ❞✉ ♠♦❜✐❧❡ x ❡#, ❞1✜♥✐❡ ♣❛& ✿
✕ (x, y) ❧❡# ❝♦♦&❞♦♥♥1❡# ✷❉ ❞❡ ❧✬❡♥,&❛①❡ ❞❡# &♦✉❡#✳
✕ θ ❧✬♦&✐❡♥,❛,✐♦♥ ❞✉ ♠♦❜✐❧❡ &❡♣&1#❡♥,❛♥, ❧✬❛♥❣❧❡ ♦&✐❡♥,1 ❢♦&♠1 ♣❛& ❧❡# ✈❡❝,❡✉&#
→
xglob
❡,
→
xmob✳
❈❡# ✈❛&✐❛❜❧❡# ❞1✜♥✐##❡♥, ❧✬1,❛, ❞✉ ♠♦❜✐❧❡✳ ❊❧❧❡# #♦♥, ❧✐1❡# ♣❛& ❞❡# &❡❧❛,✐♦♥# ❝✐♥1♠❛,✐?✉❡#
❡, ❞②♥❛♠✐?✉❡# ✿ ❧❡# 1?✉❛,✐♦♥# ❞✬1,❛,#✳ ▲✬♦❜❥❡❝,✐❢ ❞✉ ❙▲❆▼ ❡#, ❞❡ ❞1✜♥✐& ❝❡# ❣&❛♥❞❡✉&#
❞❡ ♠❛♥✐(&❡ ✜❛❜❧❡✱ &❛♣✐❞❡ ❡, ♣&1❝✐#❡✳
✷✳✸✳✶✳✷ 3❛++❛❣❡ ❞✉ 5❡♣75❡ ❣❧♦❜❛❧ ❛✉ 5❡♣75❡ ♠♦❜✐❧❡
▲❡# ❛❧❣♦&✐,❤♠❡# ❞❡ ❙▲❆▼ ♥1❝❡##✐,❡♥, ❞✬❡①♣&✐♠❡& ❧❡# ❝♦♦&❞♦♥♥1❡# ❞✉ &♦❜♦, ♦✉ ❞✬✉♥
❛♠❡& ❞❛♥# ❧❡# ❞✐✛1&❡♥,# &❡♣(&❡# ❞1✜♥✐# ♣&1❝1❞❡♠♠❡♥,✳ H♦✉& ❡①♣&✐♠❡& ❞❡# ❝♦♦&❞♦♥♥1❡#
❞❡ Rglob ❞❛♥# Rmob✱ ✐❧ ❢❛✉, &1❛❧✐#❡& ✉♥❡ ,&❛♥#❧❛,✐♦♥ ❞❡ ✈❡❝,❡✉& (x, 0, z)
T
✱ ❝♦&&❡#♣♦♥❞❛♥,
I ❧❛ ♣♦#✐,✐♦♥ ❞✉ &♦❜♦,✱ ♣✉✐# ✉♥❡ &♦,❛,✐♦♥ ❞✬❛♥❣❧❡ θ ❛✉,♦✉& ❞❡ ❧✬❛①❡
→
zmob ✳ H♦✉& ✉♥ ♣♦✐♥,
(xglob, yglob, zglob) ❞❡ Rglob✱ ❝❡# ❝♦♦&❞♦♥♥1❡# (xmob, ymob, zmob) ❞❛♥# Rmob #♦♥, ✿


xmob
ymob
zmob

 = Tglob,mob(xglob, yglob, zglob) = Rglob,mob




xglob
yglob
zglob

− Tglob,mob

✭✷✳✶✮
=


cos(θ) 0 sin(θ)
0 1 0
− sin(θ) 0 cos(θ)






xglob
yglob
zglob

−


x
y
0



 ✭✷✳✷✮
❆✈❡❝ Rglob,mob ❧❛ ♠❛,&✐❝❡ ❞❡ &♦,❛,✐♦♥ ❡♥,&❡ ❧❡ &❡♣(&❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❡, ❧❡ &❡♣(&❡ ♠♦❜✐❧❡ ❡,
Tglob,mob ❧❛ ,&❛♥#❧❛,✐♦♥ ❡♥,&❡ ❧❡# ❞❡✉① &❡♣(&❡#✳ ▲❛ ,&❛♥#❢♦&♠❛,✐♦♥ ✐♥✈❡&#❡ ✭♣❛##❛❣❡ ❞✉
&❡♣(&❡ ♠♦❜✐❧❡ ❛✉ &❡♣(&❡ ❣❧♦❜❛❧✮ ❡#, ❞1✜♥✐❡ ♣❛& ✿
✷✳✸ ❚$❛✐'❡♠❡♥' ❞❡ ❞♦♥♥-❡. ❝❛♣'❡✉$. ✸✻


xglob
yglob
zglob

 = Tmob,glob(xmob, ymob, zmob) = Rmob,glob


xglob
yglob
zglob

+ Tmob,glob ✭✷✳✸✮
=


cos(−θ) 0 sin(−θ)
0 1 0
− sin(−θ) 0 cos(−θ)




xmob
ymob
zmob

+


x
y
0

 ✭✷✳✹✮
✷✳✸✳✶✳✸ %❛''❛❣❡ ❞✉ ,❡♣.,❡ ♠♦❜✐❧❡ ❛✉ ,❡♣.,❡ ❝❛♠5,❛
&♦✉) ❡①♣)✐♠❡) ❞❡0 ❝♦♦)❞♦♥♥3❡0 ❞❡ Rmob ❞❛♥0 Rcam✱ ✐❧ ❢❛✉8 )3❛❧✐0❡) ✉♥❡ 8)❛♥0❧❛8✐♦♥
❞❡ ✈❡❝8❡✉) (xt, yt, zt)✱ ❝♦))❡0♣♦♥❞❛♥8 : ❧❛ ♣♦0✐8✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛♠3)❛ ♣❛) )❛♣♣♦)8 ❛✉① ♦❞♦✲
♠<8)❡0✱ ♣✉✐0 ✉♥❡ )♦8❛8✐♦♥ ❞✬❛♥❣❧❡ (α, β, γ)✱ 0✉✐✈❛♥8 0♦♥ ♦)✐❡♥8❛8✐♦♥✱ ❛✉8♦✉) ❞❡0 ❛①❡0
(
→
xmob,
→
ymob,
→
zmob)✳ &♦✉) ✉♥ ♣♦✐♥8 (xmob, ymob, zmob) ❞3✜♥✐ ❞❛♥0 ❧❡ )❡♣<)❡ ♠♦❜✐❧❡ ❝❡0 ❝♦✲
♦)❞♦♥♥3❡0 (xcam, ycam, zcam) ❞❛♥0 ❧❡ )❡♣<)❡ ❝❛♠3)❛ 0♦♥8 ✿


xcam
ycam
zcam

 = Tmob,cam(xmob, ymob, zmob) = Rmob,cam




xmob
ymob
zmob

− Tmob,cam

✭✷✳✺✮
=


c(γ)c(β) c(γ)s(β)s(α)− s(γ)c(α) c(γ)s(β)c(α) + s(γ)s(α)
s(γ)c(β) s(γ)s(β)s(α) + c(γ)c(α) s(γ)s(β)c(α)− s(γ)s(α)
−s(β) c(β)s(α) c(β)c(α)






xmob
ymob
zmob

−


xt
yt
zt



 ✭✷✳✻✮
❛✈❡❝ c(∗) = cos(∗) ❡8 s(∗) = sin(∗)✳
❖♥ ❞3✜♥✐8 ❧❛ 8)❛♥0❢♦)♠❛8✐♦♥ ✐♥✈❡)0❡✱ ❞✉ )❡♣<)❡ ❝❛♠3)❛ ❛✉ )❡♣<)❡ ♠♦❜✐❧❡ ✿


xmob
ymob
zmob

 = Tcam,mob(xcam, ycam, zcam) = Rcam,mob


xglob
yglob
zglob

+ Tcam,mob ✭✷✳✼✮
=


c(γ′)c(β′) c(γ′)s(β′)s(α′)− s(γ′)c(α′) c(γ′)s(β′)c(α′) + s(γ′)s(α′)
s(γ′)c(β′) c(γ′)s(β′)s(α′) + c(γ′)c(α′) s(γ′)s(β′)c(α′)− c(γ′)s(α′)
−s(β′) c(β′)s(α′) c(β′)c(α′)




xmob
ymob
zmob

+


xt
yt
zt

 ✭✷✳✽✮
✷✳✸ ❚$❛✐'❡♠❡♥' ❞❡ ❞♦♥♥-❡. ❝❛♣'❡✉$. ✸✼
❛✈❡❝ α′ = −α✱ β′ = −β ❡% γ′ = −γ✳
✷✳✸✳✶✳✹ &❛((❛❣❡ ❞✉ -❡♣/-❡ ❣❧♦❜❛❧ ❛✉ -❡♣/-❡ ❝❛♠5-❛
▲❡( ❝❤❛♥❣❡♠❡♥%( ❞❡ .❡♣0.❡ ♣❡✉✈❡♥% 2%.❡ ❝♦♠❜✐♥6(✳ 7♦✉. ❡①♣.✐♠❡. ❞❡( ❝♦♦.❞♦♥♥6❡(
❞❡ Rglob ❞❛♥( Rcam✱ ♦♥ .6❛❧✐(❡ ❧❛ ❞♦✉❜❧❡ %.❛♥(❢♦.♠❛%✐♦♥ ✿ ♦♥ ❡①♣.✐♠❡ ❞✬❛❜♦.❞ ❧❡( ❝♦♦.✲
❞♦♥♥6❡( ❞❛♥( ❧❡ Rmob ♣✉✐( ❞❛♥( ❧❡ Rglob✳ ❖♥ ♦❜%✐❡♥% ❧❛ ❢♦.♠✉❧❡ ✿


xcam
ycam
zcam

 = Tmob,cam(Tglob,mob(xglob, yglob, zglob)) ✭✷✳✾✮
■♥✈❡.(❡♠❡♥% ♣♦✉. ❡①♣.✐♠❡. ❞❡( ❝♦♦.❞♦♥♥6❡( ❞❡ Rmob ❞❛♥( Rglob✱ ♦♥ ✉%✐❧✐(❡ ❧❛ ❢♦.♠✉❧❡
(✉✐✈❛♥%❡ ✿


xglob
yglob
zglob

 = Tmob,glob(Tcam,mob(xcam, ycam, zcam)) ✭✷✳✶✵✮
▲✬❡♥(❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡( ❢♦.♠✉❧❡( ♣❡.♠❡%%❡♥% ❞✬❡①♣.✐♠❡. ❧❡( ❝♦♦.❞♦♥♥6❡( ❞✬✉♥ ♣♦✐♥% ❞❛♥(
❧❡( ❞✐✛6.❡♥%( .❡♣0.❡(✳
✷✳✸✳✷ ❊①♣❧♦✐)❛)✐♦♥ ❞❡. ❞♦♥♥/❡. ♣0♦♣0✐♦❝❡♣)✐✈❡.
✷✳✸✳✷✳✶ &-5(❡♥7❛7✐♦♥ ❞❡( ❝❛♣7❡✉-(
▲❛ ♣❧❛%❡❢♦.♠❡ ❡(% 6G✉✐♣6❡ ❞❡ ❞❡✉① ♦❞♦♠0%.❡( ✜①6( (✉. ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡( .♦✉❡( ♠♦%.✐❝❡(✳
▲❡( ♦❞♦♠0%.❡( G✉❛♥%✐✜❡♥% ❧❡( ❞6♣❧❛❝❡♠❡♥%( ❞✉ .♦❜♦% ❡♥ 6✈❛❧✉❛♥% ❧❛ .♦%❛%✐♦♥ ❞❡( .♦✉❡(✳
❯♥ ♦❞♦♠0%.❡ ❡(% ❝♦♥(%✐%✉6 ❞✬✉♥ ❞✐(G✉❡ %.♦✉6✱ ❞✬✉♥❡ (♦✉.❝❡ ✐♥❢.❛.♦✉❣❡ ❡% ❞❡ ❞❡✉① ❝❛♣✲
%❡✉.( ✐♥❢.❛.♦✉❣❡(✳ ❙✉. ❧❛ ✜❣✉.❡ ✷✳✹✱ ♦♥ ♦❜(❡.✈❡ ❧❡ ❞✐(G✉❡ %.♦✉6 ✭✻✷✹ ❢♦✐(✮ ❡% ❧❛ (%.✉❝%✉.❡
❝♦♠♣♦.%❛♥% ❧❛ (♦✉.❝❡ ✐♥❢.❛.♦✉❣❡ ❡% ❧❡( ❝❛♣%❡✉.(✳
❙✐ ❧❡ %.♦✉ ❡(% ♣❧❛❝6 ❡♥%.❡ ❧✬6♠❡%%❡✉. ❡% ❧❡ .6❝❡♣%❡✉. ❛❧♦.( ❧❡ (✐❣♥❛❧ ❡(% M ❧✬6%❛% ❤❛✉% (✐♥♦♥
M ❧✬6%❛% ❜❛(✳ ▲❡( (✐❣♥❛✉① ✐((✉( ❞❡( ❞❡✉① ❝❛♣%❡✉.( ✐♥❢.❛.♦✉❣❡( 6%❛♥% ❡♥ G✉❛❞.❛%✉.❡✱ ✐❧ ❡(%
♣♦((✐❜❧❡ ❞❡ ❞6%❡.♠✐♥❡. (✬✐❧ ② ❛ ❡✉ ♦✉ ♥♦♥ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥% ❞❡ (❡♥( ❞❡ .♦%❛%✐♦♥✳
❋✐❣✉$❡ ✷✳✹✿ ❋♦♥❝$✐♦♥♥❡♠❡♥$ ❞✬✉♥ ♦❞♦♠+$,❡
✷✳✸ ❚$❛✐'❡♠❡♥' ❞❡ ❞♦♥♥-❡. ❝❛♣'❡✉$. ✸✽
▲❛ ✜❣✉%❡ ✷✳✺ %❡♣%+,❡♥.❡ ❧❡, ❞❡✉① ,✐❣♥❛✉① +♠✐, ♣❛% ✉♥ ♦❞♦♠5.%❡✳ ▲❡ ,❡♥, ❞❡ %♦.❛.✐♦♥
✭❞❡ ❧❛ ❣❛✉❝❤❡ ✈❡%, ❧❛ ❞%♦✐.❡✮ ❡,. ❞+.❡%♠✐♥+ ❣%;❝❡ ❛✉① ✐♥,.❛♥., t ❡. t−1✱ ✐❧ ❢❛✉. %❡♠❛%>✉❡%
>✉❡ ❧♦%, ❞❡, ✐♥.❡%%✉♣.✐♦♥, t − 1 ❡. t✱ ❧❡ ❝❛♥❛❧ B ❡,. ? ❧✬+.❛. ❇❛,✳ B♦✉% ❧✬✐♥,.❛♥. t + 1✱
❞❡✉① ❝❛, ,♦♥. ♣♦,,✐❜❧❡, ✿
✕ ❙♦✐. ❧❛ %♦✉❡ ❛ .♦✉%♥+ ❞❛♥, ❧❡ ♠G♠❡ ,❡♥,✳ ▲✬+.❛. ,✉✐✈❛♥. ❡,. ❧✬+.❛. t + 1 ✿ ❧❡ ❝❛♥❛❧
B ❡,. .♦✉❥♦✉%, ? ❧✬+.❛. ❜❛, ❛✉ ♠♦♠❡♥. ❞❡ ❧✬✐♥.❡%%✉♣.✐♦♥✳
✕ ❙♦✐. ✐❧ ② ❛ ❡✉ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥. ❞❡ ,❡♥, ❞❡ %♦.❛.✐♦♥✳ ▲✬+.❛. ,✉✐✈❛♥. ❡,. ❧✬+.❛. t′ + 1 ✿
❧❡ ❝❛♥❛❧ ❇ ❡,. ❛ ❧✬+.❛. ❤❛✉. ❛✉ ♠♦♠❡♥. ❞❡ ❧✬✐♥.❡%%✉♣.✐♦♥✳
▲❡ ❝❛♥❛❧ B ♣❡%♠❡. ❞❡ ❞+.❡❝.❡% ❧❡ ,❡♥, ❞❡ %♦.❛.✐♦♥✳
❋✐❣✉$❡ ✷✳✺✿ ❙✐❣♥❛✉① '♠✐) ♣❛+ ✉♥ ♦❞♦♠./+❡✳
B♦✉% ❝❛❧❝✉❧❡% ❧❛ ♣♦,✐.✐♦♥ ❞✉ %♦❜♦.✱ ❝❡, ❞+♣❧❛❝❡♠❡♥., ,♦♥. ♠♦❞+❧✐,+, ♣❛% ❞❡, ♠♦%❝❡❛✉①
❞❡ ❝♦✉%❜❡,✳ ▲❛ ❞✐,.❛♥❝❡ ♣❛%❝♦✉%✉❡ ♣❛% ❝❤❛>✉❡ %♦✉❡ ✭δr✱ δl✮ ❡,. ♦❜.❡♥✉❡ ? ♣❛%.✐% ❞❡,
❞♦♥♥+❡, ♦❞♦♠5.%✐>✉❡, ✭❧❡ ♥♦♠❜%❡ ❞❡ ♣❛, ♣❛%❝♦✉%✉, ♣❛% ❧❛ %♦✉❡ npr✱ npl✮✱ ❞❡ ❧❛ ♣%+❝✐,✐♦♥
❞❡, ♦❞♦♠5.%❡, ✭♥♦♠❜%❡ ❞❡ ♣❛, ♣❛% .♦✉% ❞❡ %♦✉❡ Npt✮ ❡. ❞✉ %❛②♦♥ ❞❡, %♦✉❡, ✭r✮✳ ▲❛
❞✐,.❛♥❝❡ ♣❛%❝♦✉%✉❡ ♣❛% ❝❤❛>✉❡ %♦✉❡ ❡,. ❞+✜♥✐❡ ♣❛% ✿
δi =
2πr
Npt
npi ✭✷✳✶✶✮
●%;❝❡ ? ❧❛ ❞✐,.❛♥❝❡ ♣❛%❝♦✉%✉❡ ♣❛% ❧❛ %♦✉❡ ❞%♦✐.❡ ✭δr✮ ❡. ❧❛ %♦✉❡ ❣❛✉❝❤❡ ✭δl✮✱ ♦♥ ❞+✜♥✐.
δs ❧❡ ❞+♣❧❛❝❡♠❡♥. ❧♦♥❣✐.✉❞✐♥❛❧ >✉✐ ❝♦%%❡,♣♦♥❞ ? ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉% ❞❡ ❧✬❛%❝ ❞❡ ❝❡%❝❧❡ ❞+✜♥✐
♣❛% ❧❡ ❞+♣❧❛❝❡♠❡♥. ❞✉ %♦❜♦. ❡. δθ ❧❡ ❞+♣❧❛❝❡♠❡♥. %♦.❛.✐♦♥♥❡❧ >✉✐ ❝♦%%❡,♣♦♥❞ ? ❧✬❛♥❣❧❡
%❡♣%+,❡♥.❛♥. ❧✬❛%❝ ❞❡ ❝❡%❝❧❡✳ ▲❛ ✜❣✉%❡ ✷✳✻ %❡♣%+,❡♥.❡ ❝❡, ❞❡✉① ❣%❛♥❞❡✉%,✳ ❖♥ ❞+✜♥✐.
❛♥❛❧②.✐>✉❡♠❡♥. δs ❡. δθ ♣❛% ✿
(
δs
δθ
) = g(δl, δr) ✭✷✳✶✷✮
=
(
δr + δl
2
,
δl − δr
2e
)
✭✷✳✶✸✮
❆✈❡❝ 2e ❧❛ .❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥.%❛①❡ ❡♥ ♠5.%❡✳
✷✳✸ ❚$❛✐'❡♠❡♥' ❞❡ ❞♦♥♥-❡. ❝❛♣'❡✉$. ✸✾
❋✐❣✉$❡ ✷✳✻✿ ❉!✜♥✐%✐♦♥ ❞❡ δs ❡% δθ
✷✳✸✳✷✳✷ ▲♦❝❛❧✐*❛+✐♦♥ ♣❛. ❝♦❞❡✉. ✐♥❝.2♠❡♥+❛❧
▲❡ ♠♦❞%❧❡ ❞✬✐♥*+❣-❛*✐♦♥ ❞❡/ ❞♦♥♥+❡/ ♦❞♦♠%*-✐0✉❡/ ❡/* ✉♥❡ ❛♣♣-♦①✐♠❛*✐♦♥ ❞✐/❝-%*❡
❞✬✉♥ ♠♦❞%❧❡ ❝♦♥*✐♥✉ ♣❛- ✐♥*+❣-❛*✐♦♥ ❞❡/ +0✉❛*✐♦♥/ ❛✉① ❞✐✛+-❡♥❝❡/ ✜♥✐❡/ ✭❬✼✽❪✮✳ ❆ ❝❤❛0✉❡
✐♥/*❛♥* k✱ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉-❛*✐♦♥ ❞✉ ✈+❤✐❝✉❧❡ ❡/* ❞♦♥♥+❡ ♣❛- ❧❡ ✈❡❝*❡✉- ❞✬+*❛* xk = (xk, yk, θk)
T
♦B (xk, yk)
T
-❡♣-+/❡♥*❡ ❧❡/ ❝♦♦-❞♦♥♥+❡/ ✷❉ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❧✬❡♥*-❛①❡ ❞❡/ -♦✉❡/ ❡* θk ❧✬♦-✐❡♥✲
*❛*✐♦♥ ❞✉ -♦❜♦*✳ ▲❡/ ♦❞♦♠%*-❡/ ❢♦✉-♥✐//❡♥* ❧❡ ✈❡❝*❡✉- uk = (δs, δθ)
T
-❡♣-+/❡♥*❛♥* ❧❡
❞+♣❧❛❝❡♠❡♥* ❛♥❣✉❧❛✐-❡ ❡* ❧✐♥+❛✐-❡ ❞❡/ -♦✉❡/✳
❆♣-%/ ✉♥ ❞+♣❧❛❝❡♠❡♥* uk = (δs, δθ)
T
✱ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥✜❣✉-❛*✐♦♥ ❞✉ ✈+❤✐❝✉❧❡ ❡/* ❬✼✾❪ ✿
(xk+1)Rrob = ρk sin δθ
(yk+1)Rrob = ρk(1− cos δθ) ✭✷✳✶✹✮
(θk+1)Rrob = δθ
♦✉ (xk+1, yk+1, θk+1)Rrob ❡/* ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥✜❣✉-❛*✐♦♥ ❞✉ -♦❜♦* ❞❛♥/ ❧❡ -❡♣%-❡ Rrob
✭❋✐❣✳ ✷✳✻✮ ❡* ρk ❡/* ❧❡ -❛②♦♥ ❞❡ ❝♦✉-❜✉-❡✱ ρk =
δs
δθ
✳ ❖♥ ❡✛❡❝*✉❡ ❡♥/✉✐*❡ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥*
❞❡ Rrob ✈❡-/ ❧❡ -❡♣%-❡ ❣❧♦❜❛❧ Rglob ❡♥ ✉*✐❧✐/❛♥* ❧❛ ❢♦-♠✉❧❡ ✿
(xk+1)Rglob =


cos θk sin θk 0
− sin θk cos θk ✵
0 0 1

 (xk+1)R′ + (xk)R ✭✷✳✶✺✮
❊♥ ❞+✈❡❧♦♣♣❛♥* ❧✬+0✉❛*✐♦♥ ✭✷✳✶✺✮✱ ♦♥ ♦❜*✐❡♥* ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥✜❣✉-❛*✐♦♥ ❞✉ ♠♦❜✐❧❡ ✿
(xk+1)Rglob =


xk + ρk(cos θk sin δθ − sin θk(1− cos δθ))
zk + ρk(sin θk sin δθ + cos θk(1− cos δθ))
θk + δθ


(xk+1)Rglob =


xk + 2
δs
δθ
sin δθ
2
cos(θk +
δθ
2
)
zk + 2
δs
δθ
sin δθ
2
sin(θk +
δθ
2
)
θk + δθ


sin δθ
2
≈
δθ
2
(xk+1)Rglob =


xk + δs cos(θk +
δθ
2
)
zk + δs sin(θk +
δθ
2
)
θk + δθ


×
✷✳✸ ❚$❛✐'❡♠❡♥' ❞❡ ❞♦♥♥-❡. ❝❛♣'❡✉$. ✹✶
✷✳✸✳✷✳✹ ❊&&❡✉&) ❞❡ ♠❡)✉&❡)
❊♥ ✐♥#$❣&❛♥# ❧❡* ❞♦♥♥$❡* ♦❞♦♠.#&✐/✉❡*✱ ♦♥ ❝♦♥♥❛✐# ❧❛ ♣♦*✐#✐♦♥ ❞✉ ♠♦❜✐❧❡✳ ❚♦✉#❡❢♦✐*✱
❧❡ ♠♦❞.❧❡ ✉#✐❧✐*$ ❡*# *♦✉♠✐* 8 ♣❧✉*✐❡✉&* #②♣❡* ❞✬❡&&❡✉&* ✿
✲ ❞❡* ❡&&❡✉&* *✉& ❧❡* ❝❛&❛❝#$&✐*#✐/✉❡* ❞✉ ✈$❤✐❝✉❧❡ ✿ ✐❧ ❡*# ✐♠♣♦**✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡& ❡①❛❝#❡✲
♠❡♥# ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉& ❞❡ ❧✬❡♥#&❛①❡ ✭e✮ ❛✐♥*✐ /✉❡ ❧❡ &❛②♦♥ ❞❡* &♦✉❡* ✭r✮✳ ❉❡ ♣❧✉*✱ ❝❡* ✈❛&✐❛❜❧❡*
♣❡✉✈❡♥# ✈❛&✐❡& ❧$❣.&❡♠❡♥# ❛✉ ❝♦✉&* ❞❡ ❧✬❡①♣$&✐♠❡♥#❛#✐♦♥✳
✲ ❞❡* ❡&&❡✉&* *✉& ❧❡* ❞♦♥♥$❡* ♣&♦✈❡♥❛♥# ❞❡* ❝❛♣#❡✉&* ♦❞♦♠.#&✐/✉❡* ✿ ▲❡* ♦❞♦♠.#&❡*
*♦♥# ❞❡* ❝❛♣#❡✉&* /✉✐ ❞✐*❝&$#✐*❡♥# ❧❛ ❞✐*#❛♥❝❡ ♣❛&❝♦✉&✉❡✳ ■❧* ❢♦✉&♥✐**❡♥# ✉♥ ✐♥#❡&✈❛❧❧❡ ❞❡
❞✐*#❛♥❝❡ ♣❛&❝♦✉&✉❡✳
✲ ❞❡* ❡&&❡✉&* ❞✉❡* ❛✉① ❣❧✐**❡♠❡♥#* ❞❡* &♦✉❡* ✿ ❧❡* &♦✉❡* ♣❡✉✈❡♥# *✉❜✐& ❞❡* ❣❧✐**❡♠❡♥#*
❡# ❡♥❣❡♥❞&❡& ❞❡* $❝❛&#* ❡♥#&❡ ❧❛ ❞✐*#❛♥❝❡ &$❡❧❧❡♠❡♥# ♣❛&❝♦✉&✉❡ ❡# ❧❛ ❞✐*#❛♥❝❡ &❡#♦✉&♥$❡
♣❛& ❧❡ ❝❛♣#❡✉&✳
✷✳✸✳✷✳✺ ■♥/0❣&❛/✐♦♥ )✉& ❧❛ ♣❧❛/❡❢♦&♠❡
◆♦#&❡ ♣❧❛#❡❢♦&♠❡ ❡①♣$&✐♠❡♥#❛❧❡ ❡*# $/✉✐♣$❡ ❞✬✉♥❡ ❝❛&#❡ $❧❡❝#&♦♥✐/✉❡ ❞$❞✐$❡ ❛✉①
♣&$#&❛✐#❡♠❡♥#* ❞❡* ❞♦♥♥$❡* ❝❛♣#❡✉&*✳ ❈❡##❡ ❝❛&#❡ ✭❆&❞✉✐♥♦✮ ❡*# ❝♦♥H✉❡ ❛✉#♦✉& ❞✬✉♥
♣&♦❝❡**❡✉& ❆#♠❡❣❛✶✻✽✳ ❈❡ ♣&♦❝❡**❡✉& ✽❜✐#* ❝♦♠♣#❛❜✐❧✐*❡ ❧❡* ✐♠♣✉❧*✐♦♥* ✐**✉❡* ❞❡* ❞❡✉①
♦❞♦♠.#&❡*✳ L♦✉& ❝❡❧❛✱ ❧❡* *♦&#✐❡ ❞✐❣✐#❛❧❡* ❞❡* ♦❞♦♠.#&❡* *♦♥# ❝♦♥♥❡❝#$❡* 8 ❞❡* ❡♥#&$*
❞$❞✐$❡* ❞✉ ♠✐❝&♦♣&♦❝❡**❡✉&✳ ❆ ❝❤❛/✉❡ ❢&♦♥# ♠♦♥#❛♥#✱ ✉♥❡ ✐♥#❡&&✉♣#✐♦♥ ❡*# ❣$♥$&$❡✱ ❧❡
♣&♦❝❡**❡✉& ✈$&✐✜❡ ❧❡ *❡♥* ❞❡ &♦#❛#✐♦♥ ♣✉✐* ❝♦♠♣#❛❜✐❧✐*❡ ❧✬✐♠♣✉❧*✐♦♥✳ ▲❛ ❝❛&#❡ ♣&✐♥❝✐♣❛❧❡
❡*# &❡❧✐$❡ 8 ❝❡##❡ ❝❛&#❡ ♣❛& ✉♥❡ ❧✐❛✐*♦♥ *$&✐❡ ✭❘❙✷✸✷✮✳ ●&S❝❡ 8 ❝❡##❡ ❧✐❛✐*♦♥✱ ❡❧❧❡ ♣❡✉#
❝♦♥*✉❧#❡& ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞✬✐♠♣✉❧*✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛/✉❡ ♦❞♦♠.#&❡✳ ▲❡ ♥♦♠❜&❡ ❞✬✐♠♣✉❧*✐♦♥ ❡*# &❡♠✐*
8 ③$&♦ ❛♣&.* ❝❤❛/✉❡ ❝♦♥*✉❧#❛#✐♦♥✳
✷✳✸✳✸ ❊①♣❧♦✐)❛)✐♦♥ ❞❡. ❞♦♥♥/❡. ❡①)/0♦❝❡♣)✐✈❡.
✷✳✸✳✸✳✶ 8&0)❡♥/❛/✐♦♥
▲❡ &♦❜♦# ❡*# $/✉✐♣$ ❞✬✉♥❡ ❝❛♠$&❛ ❢&♦♥#❛❧❡ ♠♦♥♦❝✉❧❛✐&❡✱ ❡❧❧❡ ❢♦✉&♥✐# ❞❡* ✐♠❛❣❡* ❞❡
❧✬❡♥✈✐&♦♥♥❡♠❡♥#✳ ❊❧❧❡ ❡*# ✉#✐❧✐*$❡ ♣♦✉& ❞$#❡❝#❡& ❞❡* ❛♠❡&* /✉✐ *❡&✈✐&♦♥#✱ ♣❛& ❧❛ *✉✐#❡✱
❞❡ &❡♣.&❡* ♣♦✉& ❧❛ ❧♦❝❛❧✐*❛#✐♦♥ ❞✉ ♠♦❜✐❧❡✳ ❯♥❡ ❝❛♠$&❛ ❡*# ✉♥ ❝❛♣#❡✉& ♣&♦❥❡#❛♥# ✉♥
❡♥✈✐&♦♥♥❡♠❡♥# 8 #&♦✐* ❞✐♠❡♥*✐♦♥* *✉& ✉♥ ♣❧❛♥ 8 ❞❡✉① ❞✐♠❡♥*✐♦♥*✳ ▲❛ ❝❛♠$&❛ ❝♦✉❧❡✉&
❡♠❜❛&/✉$❡ ❢♦✉&♥✐❡ ❞❡* ✐♠❛❣❡* ❞❡ 640 × 480 ♣✐①❡❧% & ❧❛ ❢)*+✉❡♥❝❡ ❞❡ 30 ✐♠❛❣❡% ♣❛)
%❡❝♦♥❞❡✳
✷✳✸✳✸✳✷ ▲❡ ♠♦❞(❧❡ *✐♥❤♦❧❡
▲❡% ❛❧❣♦)✐5❤♠❡% ❞❡ ❙▲❆▼ ✉5✐❧✐%❡♥5 ❞❡% ❛♠❡)% ♣♦✉) )❡❝♦♥%5)✉✐)❡ ❧✬❡♥✈✐)♦♥♥❡♠❡♥5
♣✉✐% %❡ ❧♦❝❛❧✐%❡)✳ ■❧ ❡%5 ❢)*+✉❡♥5 ❞❡ ♣)♦❥❡5❡) ✉♥ ♣♦✐♥5 ❞❡ ❧✬❡♥✈✐)♦♥♥❡♠❡♥5 %✉) ❧❡ ♣❧❛♥
❝❛♠*)❛ ♦✉ ✐♥✈❡)%❡♠❡♥5 ❞❡ ♣)♦❥❡5❡) ✉♥ ♣♦✐♥5 ❞✉ ♣❧❛♥ ❝❛♠*)❛ ❞❛♥% ❧✬❡♥✈✐)♦♥♥❡♠❡♥5 3D✳
✷✳✸ ❚$❛✐'❡♠❡♥' ❞❡ ❞♦♥♥-❡. ❝❛♣'❡✉$. ✹✷
▲❡ ♠♦❞%❧❡ '✐♥✲❍♦❧❡ ✭❬✽✵❪✮ ❞2❝4✐5 ❧❛ 4❡❧❛5✐♦♥ ❡♥54❡ ❧❡7 ❝♦♦4❞♦♥♥2❡7 ❞✬✉♥ ♣♦✐♥5 (u, v) 7✉4
❧✬✐♠❛❣❡ ❡5 7❛ ♣♦7✐5✐♦♥ (xcam, ycam, zcam) ❞❛♥7 ❧❡ 4❡♣%4❡ ❝❛♠24❛✳


su
sv
s

 =


fku fsuv cu
0 fkv cv
0 0 1




xcam
ycam
zcam

 ✭✷✳✶✾✮
❆✈❡❝ ✿
✕ (u, v) ❧❛ ♣♦7✐5✐♦♥ ❞✉ ♣♦✐♥5 7✉4 ❧✬✐♠❛❣❡ ❡♥ ♣✐①❡❧✳
✕ f ❧❛ ❞✐75❛♥❝❡ ❢♦❝❛❧❡ ❡♥ ♠♠✳
✕ (ku, kv) ❧❡7 ❢❛❝5❡✉47 ❞✬❛❣4❛♥❞✐77❡♠❡♥5 ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳
✕ (cu, cv) ❧❡7 ❝♦♦4❞♦♥♥2❡7 ❞❡ ❧❛ ♣4♦❥❡❝5✐♦♥ ❞✉ ❝❡♥54❡ ♦♣5✐G✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛♠24❛ 7✉4 ❧❡ ♣❧❛♥
✐♠❛❣❡ ❡♥ ♣✐①❡❧✳
✕ suv ❧❛ ♥♦♥✲♦45❤♦❣♦♥❛❧✐52 ❞❡7 ❧✐❣♥❡7 ❡5 ❞❡7 ❝♦❧♦♥♥❡7 ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡7 2❧❡❝54♦♥✐G✉❡7 ♣❤♦✲
5♦7❡♥7✐❜❧❡7 G✉✐ ❝♦♠♣♦7❡♥5 ❧❡ ❝❛♣5❡✉4 ❞❡ ❧❛ ❝❛♠24❛✳ ❉❛♥7 ♥♦54❡ ❝❛7✱ ❝❡55❡ ✈❛4✐❛❜❧❡
❡75 ❝♦♥7✐❞242 ❝♦♠♠❡ ♥✉❧❧❡✳
✕ (xcam, ycam, zcam) ❧❛ ♣♦7✐5✐♦♥ ❞❡ (u, v) ❞❛♥7 ❧❡ 4❡♣%4❡ ❝❛♠24❛✳
❊♥ ❢❛✐7❛♥5 ❧✬❤②♣♦5❤%7❡ G✉❡ suv = 0✱ ❧❡ ♠♦❞%❧❡ '✐♥❤♦❧❡ ❞❡✈✐❡♥5 ✿
(
u
v
)
=
(
cu + fku
xcam
zcam
cv + fkv
ycam
zcam
)
✭✷✳✷✵✮
❖♥ 4❡♠❛4G✉❡ G✉❡ ❝❡ ♠♦❞%❧❡ ♥✬❡75 ♣❛7 ✐♥✈❡47✐❜❧❡ ❝❛4 ♦♥ ❛ ✸ ✐♥❝♦♥♥✉❡7 (xcam, ycam, zcam)
♣♦✉4 7❡✉❧❡♠❡♥5 ❞❡✉① 2G✉❛5✐♦♥7✳ ❈❡ ♣4♦❜❧%♠❡ ❝♦♥✜4♠❡ ❧✬✐♠♣♦77✐❜✐❧✐52 ❞✬♦❜5❡♥✐4 ❧✬✐♥❢♦4✲
♠❛5✐♦♥ ❞❡ ♣4♦❢♦♥❞❡✉4 ❛✈❡❝ 7❡✉❧❡♠❡♥5 ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ♣4♦✈❡♥❛♥5 ❞✬✉♥❡ ❝❛♠24❛ ♠♦♥♦❝✉❧❛✐4❡✳
▲✬❡♥7❡♠❜❧❡ ❞❡7 ♣❛4❛♠%54❡7 ✐♥54✐♥7%G✉❡7 ❞❡ ❧❛ ❝❛♠24❛ ✭f ✱ ku✱ kv✱ cu✱ cv✮ ♦♥5 252
♦❜5❡♥✉7 ❡♥ ❝❛❧✐❜4❛♥5 ❧❛ ❝❛♠24❛ ❛✈❡❝ ✉♥❡ 5♦♦❧❜♦① ▼❛5❧❛❜ ✭✏❈❛♠❡4❛ ❈❛❧✐❜4❛5✐♦♥ ❚♦♦❧❜♦①
❢♦4 ▼❛5❧❛❜✑✮✳ ◆✉♠24✐G✉❡♠❡♥5✱ ♦♥ ♦❜5✐❡♥5 fku = fkv = 520✱ cu = 319✱ cv = 230✳
✷✳✸✳✸✳✸ ❉%&❡❝&✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥&. ❞✬✐♥&%01&
▲❡ 4♦❜♦5 7❡ ❧♦❝❛❧✐7❡ ♣❛4 4❛♣♣♦45 W ❞❡7 ❛♠❡47✱ ✐❧ ❡75 ♦❜❧✐❣❛5♦✐4❡ ❞❡ ❧❡7 ❞25❡❝5❡4 ❞❡
♠❛♥✐%4❡ ✜❛❜❧❡ ❡5 4♦❜✉75❡✳ ❈♦✉4❛♠♠❡♥5✱ ❧❡7 ❛❧❣♦4✐5❤♠❡7 ❞❡ ❙▲❆▼ ✉5✐❧✐7❡♥5 ❞❡7 ♣♦✐♥57
❞✬✐♥524Y57 ♣♦✉4 7❡ ❧♦❝❛❧✐7❡4✳ ❈❡7 ♣♦✐♥57 ❞✬✐♥524Y57 ❝♦44❡7♣♦♥❞❡♥5 W ❞❡7 ♣♦✐♥57 ❞✐75✐♥❝5✐❢7
❞❡ ❧✬❡♥✈✐4♦♥♥❡♠❡♥5✳ '❧✉7✐❡✉47 ❛❧❣♦4✐5❤♠❡7 ❞❡ ❞25❡❝5✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥57 ❞✬✐♥524Y57 ❡①✐75❡♥5 ✿
❙❯❘❋ ❬✽✶❪✱ ❙■❋❚ ❬✽✷❪✱ ❍❛44✐7 ❬✽✸❪✱ ❙❤✐ ❡5 ❚♦♠❛7✐❬✽✹❪✳ ▲✬❛❧❣♦4✐5❤♠❡ ❋❆❙❚ ✭❋❡❛5✉4❡7 ❢4♦♠
❆❝❝❡❧❡4❛5❡❞ ❙❡❣♠❡♥5 ❚❡75✱ ❬✽✺❪✮ ❞25❡❝5❡ 4❛♣✐❞❡♠❡♥5 ❞❡7 ♣♦✐♥57 ❞✬✐♥524Y57 ❡5 ♣4♦❞✉✐5 ❞❡7
427✉❧5❛57 7✉✣7❛♠♠❡♥5 75❛❜❧❡ ♣♦✉4 ♥♦54❡ ❛♣♣❧✐❝❛5✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉7✱ ❬✽✻❪ ❛ ❝♦♠♣❛42 ❧✬❡♥7❡♠❜❧❡
❞❡7 ❞25❡❝5❡✉47 ❞❡ ♣♦✐♥57 ❞✬✐♥524Y57 ❞❛♥7 ❧❡ ❝♦♥5❡①5❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦4✐5❤♠❡ ❞❡ ❙▲❆▼✳ ❙♦♥
25✉❞❡ ❛ ♠♦♥542 G✉❡ ❙❯❘❋ ❞♦♥♥❡ ❧❡7 ♠❡✐❧❧❡✉47 427✉❧5❛57 ❞❡ ❞25❡❝5✐♦♥✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥5 7♦♥
✷✳✸ ❚$❛✐'❡♠❡♥' ❞❡ ❞♦♥♥-❡. ❝❛♣'❡✉$. ✹✸
 ❡♠♣$ ❞❡  &❛✐ ❡♠❡♥ ❡$ ✐♥❝♦♠♣❛ ✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✐♠♣❧❛♥ ❛ ✐♦♥ ❡♠❜❛&0✉1❡✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐ ✱
♥♦✉$ ❛✈♦♥$ ❝❤♦✐$✐ ❧❡ ❞1 ❡❝ ❡✉& ❋❆❙❚ 0✉✐ ♣❡&♠❡ ✉♥❡ ❞1 ❡❝ ✐♦♥ &❛♣✐❞❡ ❡ ✜❛❜❧❡ ❞❡$
❛♠❡&$✳
❋❆❙❚ ✉ ✐❧✐$❡ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❡♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣&✐$✳ =♦✉& ❝❤❛0✉❡ ♣✐①❡❧ p ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✱ ❞❡$  ❡$ $
$♦♥ &1❛❧✐$1$ $✉& ❧❡$ ♣✐①❡❧$ ❛♣♣❛& ❡♥❛♥ @ ✉♥ ❝❡&❝❧❡ ❞✐$❝&1 ✐$1 ❞❡ &❛②♦♥ ✸ ♣✐①❡❧$✳ ▲❛
✜❣✉&❡ ✷✳✽ &❡♣&1$❡♥ ❡ ❧❡$ ✶✻ ♣✐①❡❧$ 0✉✐ $♦♥  ❡$ 1$ ♣♦✉& ❞1 ❡❝ ❡& $✐ ❧❡ ♣✐①❡❧ p ❡$ ✉♥ ❛♠❡&
♣♦ ❡♥ ✐❡❧✳
16 1 2
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❋✐❣✉$❡ ✷✳✽✿  ✐①❡❧% ❝♦♥%✐❞*+*% ♣♦✉+ ❧❡ .❡%. ❞✉ ♣✐①❡❧ ✏♣✑
❙✐ n ✭❝❧❛$$✐0✉❡♠❡♥ n = 9✮ ♣✐①❡❧$ ✈♦✐$✐♥$ ❝♦♥$1❝✉ ✐❢ $♦♥ ♣❧✉$ ✑❧✉♠✐♥❡✉①✑ ♦✉ ♣❧✉$
✑$♦♠❜&❡✑ ❞✬❛✉ ♠♦✐♥$ ε 0✉❡ ❧❡ ♣✐①❡❧ p✱ ❛❧♦&$ ❧❡ ❝❡♥ &❡ ❡$ ❝♦♥$✐❞1&1 ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣♦✐♥ 
❞✬✐♥ 1&K ♣♦ ❡♥ ✐❡❧✳
❊♥ ✉ ✐❧✐$❛♥ ❝❡  ❡$ ✱ ✐❧ ❡$ ❢&10✉❡♥ ❞❡ ❞1 ❡❝ ❡& ♣❧✉$✐❡✉&$ ♣♦✐♥ $ ❞✬✐♥ 1&K $ ♣♦ ❡♥ ✐❡❧$
❞❛♥$ ✉♥❡ ③♦♥❡  &N$ &❡$ &❡✐♥ ❡✳ ❯♥ ✜❧ &❛❣❡ ❡$ &1❛❧✐$1 ♣♦✉& ♥❡ ❣❛&❞❡& 0✉❡ ❧❡$ ♠❛①✐♠❛$
❧♦❝❛✉①✳ ❖♥ ❛$$♦❝✐❡ ✉♥ ♣♦✐❞$ @ ❝❤❛0✉❡ ♣♦✐♥ ❞✬✐♥ 1&K ♣♦ ❡♥ ✐❡❧ ❡♥ ✉ ✐❧✐$❛♥ ❧❛ ❢♦&♠✉❧❡
❞1✜♥✐❡ ❞❛♥$ ❬✽✺❪ ✿
Vp = max

 ∑
xǫSbright
|Ip→x − Ip| − ε,
∑
xǫSdark
|Ip→x − Ip| − ε


✭✷✳✷✶✮
❛✈❡❝ ✿
✕ Sbright ❧✬❡♥$❡♠❜❧❡ ❞❡$ ♣✐①❡❧$ ♣❧✉$ ❧✉♠✐♥❡✉① ❞✬❛✉ ♠♦✐♥$ ε 0✉❡ ❧❡ ♣✐①❡❧ p✳
✕ Sdark ❧✬❡♥$❡♠❜❧❡ ❞❡$ ♣✐①❡❧$ ♣❧✉$ $♦♠❜&❡ ❞✬❛✉ ♠♦✐♥$ ε 0✉❡ ❧❡ ♣✐①❡❧ p✳
✕ Ip→x ❧❛ ✈❛❧❡✉& ❞✬✉♥ ♣✐①❡❧ ❛♣♣❛& ❡♥❛♥ @ Sbright ♦✉ Sdark✳
✕ Ip ❧❛ ✈❛❧❡✉& ❞✉ ♣✐①❡❧ p ❝♦❞1 $✉& ✽ ❜✐ $✳
✕ ε ❧❡ $❡✉✐❧ ♣♦✉& ❝♦♥$✐❞1&❡& ✉♥ ♣✐①❡❧ ♣❧✉$ ❧✉♠✐♥❡✉① ♦✉ $♦♠❜&❡✳ ✭❝❧❛$$✐0✉❡♠❡♥ 
ε ≈ 75✮
❊♥✜♥✱ ♦♥ $✉♣♣&✐♠❡ ❧❡$ ♥♦♥✲♠❛①✐♠❛ ❧♦❝❛✉① ❞❛♥$ ✉♥ ✈♦✐$✐♥❛❣❡ ❞❡ ✺ ♣✐①❡❧$✳ ❘♦$ ❡♥ ❡! ❛❧✳
❬✽✺❪ ♠♦♥ &❡♥ 0✉❡ ❧❡$ ♣♦✐♥ $ ❞1 ❡❝ 1$ $♦♥ $ ❛❜❧❡$ ❡ 0✉❡ $♦♥ ❞1 ❡❝ ❡✉& ❡$  &N$ &❛♣✐❞❡ ✿ ❧❛
❞1 ❡❝ ✐♦♥ ❡$ &1❛❧✐$1 ❡♥ ❡♥✈✐&♦♥ ✺♠$ ♣♦✉& ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ 768×288 ♣✐①❡❧$ $✉& ✉♥ =❡♥ ✐✉♠
512× 512
✷✳✸ ❚$❛✐'❡♠❡♥' ❞❡ ❞♦♥♥-❡. ❝❛♣'❡✉$. ✹✺
✷✳✸✳✸✳✹ ▼✐'❡ ❡♥ ❝♦,,❡'♣♦♥❞❛♥❝❡
▲❡" ❛❧❣♦'✐)❤♠❡" ❞❡ ❙▲❆▼ ✉)✐❧✐"❡♥) ❧❡" ♣♦✐♥)" ❞✬✐♥)4'5)" ♣♦✉' ❝❛')♦❣'❛♣❤✐❡' ❧✬❡♥✈✐✲
'♦♥♥❡♠❡♥) ❡) "❡ ❧♦❝❛❧✐"❡'✳ ■❧ ❡") ♥4❝❡""❛✐'❡ ❞❡ '❡❞4)❡❝)❡' ❞❡" ❛♠❡'" ❛②❛♥) ❞4❥= 4)4 ✈✉"✳
❈❡))❡ 4)❛♣❡ ❞❡ ♠✐"❡ ❡♥ ❝♦''❡"♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥)'❡ ❞❡" ❛♠❡'" ❝♦♥♥✉" ❡) ❞❡ ♥♦✉✈❡❧" ❛♠❡'"
♣❡'♠❡) ❛✉ '♦❜♦) ❞❡ "❡ '❡❧♦❝❛❧✐"❡' ❞❛♥" ❧✬❡♥✈✐'♦♥♥❡♠❡♥) ♠❛✐" ❛✉""✐ ❞✬❛♠4❧✐♦'❡' ❧❛ ❝❛')❡
❞❡ ❧✬❡♥✈✐'♦♥♥❡♠❡♥)✳
▲❛ ♠✐"❡ ❡♥ ❝♦''❡"♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ♣♦✐♥)" ❞✬✐♥)4'5)" ❡") ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ )'@" 4)✉❞✐4✳ ❈❧❛"✲
"✐A✉❡♠❡♥)✱ ✉♥ ❞❡"❝'✐♣)❡✉' ❡") ❛""♦❝✐4 = ❝❤❛A✉❡ ♣♦✐♥) ❞✬✐♥)4'5)✱ ✐❧ ❝♦♥"✐")❡ "♦✐) ❡♥ ✉♥❡
❢❡♥5)'❡ ❞❡ ♣✐①❡❧" ❡♥)♦✉'❛♥) ❧❡ ♣♦✐♥) "♦✐) ❡♥ ✉♥ ❞4)❡❝)❡✉' ♣❧✉" ❝♦♠♣❧❡①❡ ❝❛❧❝✉❧4 = ❧✬❛✐❞❡
❞❡" ♣✐①❡❧" ✈♦✐"✐♥"✳ E✉✐"✱ ♦♥ ✉)✐❧✐"❡ ✉♥❡ ❞✐")❛♥❝❡ ❡♥)'❡ ❧❡" ❞❡✉① ❞❡"❝'✐♣)❡✉'" ♣♦✉' ❝❛❧❝✉✲
❧❡' ✉♥ )❛✉① ❞❡ "✐♠✐❧❛'✐)4✳ E♦✉' ♣❡'♠❡))'❡ ✉♥❡ ✐♠♣❧❛♥)❛)✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡✱ ♥♦✉" ❛✈♦♥" ❝❤♦✐"✐
❞✬✉)✐❧✐"❡' ✉♥ ❞❡"❝'✐♣)❡✉' "✐♠♣❧❡ ✿ ❧❛ ❢❡♥5)'❡ ❞✬✐♠❛❣❡ ❡♥)♦✉'❛♥) ❧❡ ♣♦✐♥) ❞✬✐♥)4'5) ❞❡
❞✐♠❡♥"✐♦♥ ✶✻×✶✻ ♣✐①❡❧"✱ ❞4❥❛ ✉)✐❧✐"4 ♣❛' ❉❛✈✐"♦♥ ❬✶❪✳ ❙❝❤♠✐❞) ❡) ❛❧✳ ✭❬✽✻❪ ✮ ❛ 4)✉❞✐4 ♣❧✉✲
"✐❡✉'" ❞✐")❛♥❝❡" ✉)✐❧✐"4❡" ♣♦✉' ❧❛ ♠✐"❡ ❡♥ ❝♦''❡"♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡ )②♣❡ ❞❡ ❞❡"❝'✐♣)❡✉'" ✿
❙❆❉ ✭❙✉♠ ♦❢ ❆❜"♦❧✉)❡ ❉✐✛❡'❡♥❝❡"✮✱ ◆❈❈ ✭◆♦'♠❛❧✐③❡❞ ❈'♦"" ❈♦''❡❧❛)✐♦♥✮✱ ❙❙❉ ✭❙✉♠
♦❢ ❙A✉❛'❡❞ ❉✐✛❡'❡♥❝❡"✮✳ ❙❙❉ ❡") ❧❛ ❞✐")❛♥❝❡ A✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❡" ♠❡✐❧❧❡✉'" '4"✉❧)❛)" ❞❡ ♠✐"❡ ❡♥
❝♦''❡"♣♦♥❞❛♥❝❡✳ ◆♦✉" ❛✈♦♥" ❝❤♦✐"✐ ❞✬✉)✐❧✐"❡' ✉♥❡ ✈❡'"✐♦♥ ❧4❣@'❡♠❡♥) ♠♦❞✐✜4❡ ❞✉ ❙❙❉✱
❧❡ ❩▼❙❙❉ ✭❩❡'♦ ▼❡❛♥ ❙✉♠ ♦❢ ❙A✉❛'❡❞ ❉✐✛❡'❡♥❝❡"✮✱ A✉✐ ❛♠4❧✐♦'❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦')❡♠❡♥) ❞❡
❧❛ ❞✐")❛♥❝❡ ♣❛' '❛♣♣♦') ❛✉① ❝❤❛♥❣❡♠❡♥)" ❞❡ ❧✉♠✐♥♦"✐)4✳ ❩▼❙❙❉ "✬4❝'✐) ✿
Np =
∑
i,j
((d(i, j)−md)− (im(px + i−
des
2
, py + j −
des
2
)−mi))
2
✭✷✳✷✷✮
❛✈❡❝
✕ i ∈ [0; des− 1] ✱ j ∈ [0; des− 1] ❛✈❡❝ des ❧❛ )❛✐❧❧❡ ❞✉ ❞❡"❝'✐♣)❡✉' ❡♥ ♣✐①❡❧✳
✕ d ❧❡ ❞❡"❝'✐♣)❡✉'✳
✕ md ❡) mi ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡" ♣✐①❡❧" ❞✉ ❞❡"❝'✐♣)❡✉'" ❡) ❞❡ ❧❛ ❢❡♥5)'❡ ❞✬✐♠❛❣❡✳
✕ im ❧✬✐♠❛❣❡✳
✷✳✸✳✸✳✺ ❘1'✉❧4❛4' ❡①♣1,✐♠❡♥4❛✉①
▲❛ ✜❣✉'❡ ✷✳✶✵ '❡♣'4"❡♥)❡ ❧❛ ♠✐"❡ ❡♥ ❝♦''❡"♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡" ♣♦✐♥)" ❞✬✐♥)4'5)" ❡♥)'❡ ❞❡✉①
✐♠❛❣❡" ❝♦♥"4❝✉)✐✈❡"✳ ▲❛ ③♦♥❡ ❞❡ '❡❝❤❡'❝❤❡ ❞❡ ❝♦''❡"♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡") ❞4✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ 4)❛♥)
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,"❡❧✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥+✱ ❞✉,❛♥+ ❝❡ ❡①♣",✐♠❡♥+❛+✐♦♥ ✱ ✐❧ ♥✬❡ + ♣❛ ♣♦  ✐❜❧❡ ❞✬❡♥,❡❣✐ +,❡, ❧❡ 
❞♦♥♥"❡ ✐  ✉❡ ❞❡ ❝❛♣+❡✉, ✳ ❊♥ ❡✛❡+✱ ♥♦+,❡ "❧❡❝+,♦♥✐@✉❡ ♥❡ ♣❡,♠❡+ ♣❛ ❧❡ +,❛✐+❡♠❡♥+
❡+ ❧✬❡♥,❡❣✐ +,❡♠❡♥+  ✐♠✉❧+❛♥" ❞❡ ❞♦♥♥"❡ F ❝❛✉ ❡ ❞✬✉♥❡ ❧✐♠✐+❛+✐♦♥ ❞❡ ❞"❜✐+ ❞❡ ❝❛,+❡ 
❙❉✳
✷✳✹ ▼$%❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❞✬$✈❛❧✉❛%✐♦♥ ✺✶
❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✸✿  ❛"❝♦✉"& "'❛❧✐&' ❧♦"& ❞❡ ❧✬❡①♣'"✐♠❡♥1❛1✐♦♥
✷✳✹✳✸ ❈%✐'(%❡* ❞✬-✈❛❧✉❛'✐♦♥
 ♦✉# $✈❛❧✉❡# ❝♦##❡❝*❡♠❡♥* ✉♥ ❛❧❣♦#✐*❤♠❡ ♦✉ ✉♥ 0②0*2♠❡✱ ❞❡0 ❝#✐*2#❡0 0♦♥* ❞$✜♥✐0
♣♦✉# 7✉❛♥*✐✜❡# 0❡0 ♣❡#❢♦#♠❛♥❝❡0✳ ▲❡0 ❛❧❣♦#✐*❤♠❡0 ❞❡ ❙▲❆▼ ❧♦❝❛❧✐0❡♥* ✉♥ ♠♦❜✐❧❡ ❡*
❝❛#*♦❣#❛♣❤✐❡♥* ✉♥ ❡♥✈✐#♦♥♥❡♠❡♥*✳ ■❧ ❢❛✉* $✈❛❧✉❡# ❧❛ ❧♦❝❛❧✐0❛*✐♦♥ ❞✉ #♦❜♦* ♠❛✐0 ❛✉00✐ ❧❛
#❡❝♦♥0*#✉❝*✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐#♦♥♥❡♠❡♥*✳  ❧✉0✐❡✉#0 ❝#✐*2#❡0 0♦♥* ❝♦✉#❛♠♠❡♥* ✉*✐❧✐0$0 ❝♦♠♠❡
❧❛ ❞✐0*❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ♦✉ ❧❡ ◆❊❊❙ ✭❬✸✺❪✮✳ ❊♥✜♥✱ ♦♥ $*✉❞✐❡ ❧❡ *❡♠♣0 ❞❡ *#❛✐*❡♠❡♥* ❞❡0
❛❧❣♦#✐*❤♠❡0 ❡♥ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞❡0 ❛#❝❤✐*❡❝*✉#❡0✳
✷✳✹✳✸✳✶ ❊✈❛❧✉❛+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐2❛+✐♦♥ ❞✉ ♠♦❜✐❧❡
5♦2✐+✐♦♥ ❞❡ 67❢76❡♥❝❡
 ♦✉# $✈❛❧✉❡# ❧❛ ❧♦❝❛❧✐0❛*✐♦♥ ❞✉ ♠♦❜✐❧❡✱ ✉♥❡ ♣♦0✐*✐♦♥ ❞❡ #$❢$#❡♥❝❡ ❡0* ✐♥❞✐0♣❡♥0❛❜❧❡✳
❊❧❧❡ ❝♦##❡0♣♦♥❞ I ❧❛ ♣♦0✐*✐♦♥ #$❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛*❡❢♦#♠❡✳ ❊♥ 0✐♠✉❧❛*✐♦♥✱ ✐❧ ❡0* ❢❛❝✐❧❡ ❞✬♦❜*❡♥✐#
❝❡**❡ #$❢$#❡♥❝❡ ❝❛# ❧❡ 0✐♠✉❧❛*❡✉# ❧❛ ❝❛❧❝✉❧❡✳ ▲♦#07✉❡ ❧✬♦♥ #$❛❧✐0❡ ❞❡0 ❡①♣$#✐♠❡♥*❛*✐♦♥0✱ ✐❧
❡0* ♣❧✉0 ❝♦♠♣❧✐7✉$ ❞❡ ❧✬♦❜*❡♥✐#✳  ♦✉# ❝#$❡# ❝❡**❡ #$❢$#❡♥❝❡✱ ❧♦#0 ❞❡0 ❡①♣$#✐♠❡♥*❛*✐♦♥0✱
♥♦✉0 ❛✈♦♥0 *#❛❝$ ❛✉ 0♦❧ ❞❡0 ♣♦✐♥*0 ❞❡ ♣❛00❛❣❡ 7✉✐ 0❡#✈✐#♦♥* ❞❡ ♣♦0✐*✐♦♥0 ❞❡ #$❢$#❡♥❝❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥*✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡0* ♠♦✐♥0 ♣#$❝✐0❡ 7✉❡ ❝❡❧❧❡ ✉*✐❧✐0$❡ ❡♥ 0✐♠✉❧❛*✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉0✱ ❡❧❧❡ ♥❡
♥♦✉0 #❡♥0❡✐❣♥❡ ♣❛0 0✉# ❧✬♦#✐❡♥*❛*✐♦♥ ❞✉ ♠♦❜✐❧❡✳
❉✐2+❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡
 ♦✉# $✈❛❧✉❡# ❧❛ 7✉❛❧✐*$ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐0❛*✐♦♥ ❞✉ ♠♦❜✐❧❡✱ ♦♥ 0❡ ❝♦♥❝❡♥*#❡ *♦✉* ❞✬❛❜♦#❞ 0✉#
❧❛ ❞✐0*❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❡♥*#❡ ❧❛ ♣♦0✐*✐♦♥ #$❡❧❧❡ ❞✉ ♠♦❜✐❧❡ ❡* 0❛ ♣♦0✐*✐♦♥ ❡0*✐♠$❡✳ ❈❡**❡
❞✐0*❛♥❝❡ #❡♣#$0❡♥*❡ ❧✬❡##❡✉# ❝♦♠♠✐0❡ ♣❛# ❧✬❛❧❣♦#✐*❤♠❡ I ❝❤❛7✉❡ ✐♥0*❛♥* ❞❡ ❧❛ *#❛❥❡❝*♦✐#❡✳
❖♥ ✉*✐❧✐0❡ ❧❛ ❞✐0*❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❡♥*#❡ ❧❛ ♣♦0✐*✐♦♥ ❞❡ #$❢$#❡♥❝❡ xk = (xk,ref , yk,ref ) ❞✉
✷✳✹ ▼$%❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❞✬$✈❛❧✉❛%✐♦♥ ✺✷
 ♦❜♦# ❡# %❛ ♣♦%✐#✐♦♥ ❡%#✐♠+❡ xˆk = (xk, yk) , ❝❤❛/✉❡ ✐♥%#❛♥# t✳
▲❛ ❞✐%#❛♥❝❡ ❡%# ❝❛❧❝✉❧+❡ , ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦ ♠✉❧❡ ✿
d =
√
(xk,ref − xk)➨+ (yk,ref − yk)➨ ✭✷✳✷✸✮
❈❡##❡ ❞✐%#❛♥❝❡  ❡♣ +%❡♥#❡ ❧✬❡  ❡✉ ❝♦♠♠✐%❡ ♣❛ ❧✬❛❧❣♦ ✐#❤♠❡ %✉ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐%❛#✐♦♥ ❞✉
♠♦❜✐❧❡✳
❈♦✉❧♦✐' ❞✬✐♥❝❡'-✐-✉❞❡
▲❛ ❞✐%#❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡  ❡♥%❡✐❣♥❡ %✉ ❧✬❡  ❡✉ ❝♦♠♠✐%❡ %✉ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐%❛#✐♦♥ ❡%#✐♠+❡✳ ❊♥
♣❧✉% ❞❡ ❧❛ ♣♦%✐#✐♦♥ ❡%#✐♠+❡✱ ❧❡% ❛❧❣♦ ✐#❤♠❡% ❞❡ ❧♦❝❛❧✐%❛#✐♦♥ ❢♦✉ ♥✐%%❡♥# ✉♥❡ ✐♥❝❡ #✐#✉❞❡
%✉ ❝❡❧❧❡✲❝✐✳ ❈❤❛/✉❡ ❡%#✐♠+❡ (xk, yk, θk) ❡%# ❛%%♦❝✐+❡ , ✉♥❡ ✈❛ ✐❛♥❝❡ (σxk , σyk , σθk)✳ B♦✉ 
♣ ❡♥❞ ❡ ❡♥ ❝♦♠♣#❡ ❧❛ ✈❛ ✐❛♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛/✉❡ ✈❛ ✐❛❜❧❡✱ ♦♥ # ❛❝❡ ✉♥ ❝♦✉❧♦✐ ❞✬✐♥❝❡ #✐#✉❞❡✳
❖♥ ❞+✜♥✐# # ♦✐% ❝♦✉❧♦✐ % ex✱ ey✱ eθ ❝♦  ❡%♣♦♥❞❛♥# ❛✉① # ♦✐% ✈❛ ✐❛❜❧❡% ❡%#✐♠+❡%✿
ex =
(
xk,ref − xk − kσxk
xk,ref − xk + kσxk
)
✭✷✳✷✹✮
ey =
(
yk,ref − yk − kσyk
yk,ref − yk + kσyk
)
✭✷✳✷✺✮
eθ =
(
θk,ref − θk − kσθk
θk,ref − θk + kσθk
)
✭✷✳✷✻✮
❆ ♣❛ #✐ ❞❡ ❝❡% ❝♦✉❧♦✐ %✱ ♦♥ ❞+✜♥✐# ❧❛ ♥♦#✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥%✐%#❛♥❝❡✳ ▲❛ ❧♦❝❛❧✐%❛#✐♦♥ ✐%%✉❡
❞✬✉♥ ❛❧❣♦ ✐#❤♠❡ ❡%# ❝♦♥%✐%#❛♥#❡ %✐ ❧❛ ♣♦%✐#✐♦♥  +❡❧❧❡ ❞✉ ♠♦❜✐❧❡ ❡%# ✐♥❝❧✉%❡ ❞❛♥% ❧❛ ③♦♥❡
❞+✜♥✐❡ ♣❛ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐%❛#✐♦♥ ❡%#✐♠+❡ ❞✉ ♠♦❜✐❧❡ ✐♥❝❧✉❛♥# ❧✬✐♥❝❡ #✐#✉❞❡✳ B❛ ❝♦♥%+/✉❡♥❝❡✱ ✉♥
❛❧❣♦ ✐#❤♠❡ ❡%# ❝♦♥%✐%#❛♥# %✐ %♦♥ ❝♦✉❧♦✐ ❞✬✐♥❝❡ #✐#✉❞❡ ✐♥❝❧✉# , ❝❤❛/✉❡ ✐♥%#❛♥# ❧❛ ✈❛❧❡✉ 
③+ ♦✳ ❊♥ ❡✛❡#✱ ❝❡ ❝❛% ✈❛❧✐❞❡ ❧✬✐♥+❣❛❧✐#+ xˆk − kσxk < xk < xˆk + kσxk ✳
◆❊❊❙
▲❡ ❝♦✉❧♦✐ ❞✬✐♥❝❡ #✐#✉❞❡  ❡♥%❡✐❣♥❡ %✉ ❧❛ ❝♦♥%✐%#❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐%❛#✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥#✱
❧❡ ❝♦✉❧♦✐ ♥❡ ♣ ❡♥❞ ♣❛% ❡♥ ❝♦♠♣#❡ ❧❛ ❢♦ ♠❡ ❞❡ ❧✬❡❧❧✐♣%❡ ❞✬✐♥❝❡ #✐#✉❞❡ ✿ %♦♥ ♦ ✐❡♥#❛#✐♦♥
♥✬❡%# ♣❛%  +❡❧❧❡♠❡♥# ✉#✐❧✐%+❡✳ B♦✉ ❝♦♠❜❧❡ ❝❡ ♠❛♥/✉❡✱ ♦♥ ✉#✐❧✐%❡ ❧❡ ◆❊❊❙ ❞+✜♥✐ ♣♦✉ 
N ❡①♣+ ✐♠❡♥#❛#✐♦♥% ♣❛ ✿
ǫrob =
1
N
N∑
j=1
(xˆk − xk)
T σˆxˆk(xˆk − xk) ✭✷✳✷✼✮
B♦✉ ✸ ❞✐♠❡♥%✐♦♥%✱ ❡# ◆ ❂ ✺✵✱ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ✾✺✪ ❞❡ ♣ ♦❜❛❜✐❧✐#+ ❡%# ❞+✜♥✐❡ ♣❛ ❧✬✐♥#❡ ✈❛❧❧❡
✷✳✹ ▼$%❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❞✬$✈❛❧✉❛%✐♦♥ ✺✸
[2.36, 3.72]✳ ❙✐ ǫ ❡$% $✉♣()✐❡✉) * ❧❛ ❜♦)♥❡ $✉♣()✐❡✉)❡ ❞❡ ❧✬✐♥%❡)✈❛❧❧❡ ❛❧♦)$ ❧❡ ✜❧%)❡ ❡$%
♦♣%✐♠✐$%❡ ✿ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐$❛%✐♦♥ ❞✉ )♦❜♦% ♥✬✐♥❝❧✉% ♣❛$ ❧❛ ♣♦$✐%✐♦♥ )(❡❧❧❡✳ ❙✐ ǫ ❡$% ✐♥❢()✐❡✉) *
❧❛ ❜♦)♥❡ ✐♥❢()✐❡✉)❡ ❛❧♦)$ ❧❡ ✜❧%)❡ ❡$% ❝♦♥$❡)✈❛%❡✉) ✿ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐$❛%✐♦♥ ❞✉ )♦❜♦% ❡$%
♣❧✉$ ❣)❛♥❞❡ :✉❡ ❧❛ ♥♦)♠❛❧❡✳
✷✳✹✳✸✳✷ ❊✈❛❧✉❛*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛1*❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐1♦♥♥❡♠❡♥*
❇✐❡♥ :✉❡ ❧❛ :✉❛❧✐%( ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐$❛%✐♦♥ ❡$% ❢♦)%❡♠❡♥% ❝♦))(❧(❡ * ❧❛ :✉❛❧✐%( ❞❡ ❧❛ ❝❛)%♦❣)❛✲
♣❤✐❡ ❍✉❛♥❣ ❡% ❉✐$$❛♥❛②❛❦❡ ❬✽✽❪✱ ♦♥ ❝❤♦✐$✐% ❞✬(%✉❞✐❡) ❧❛ :✉❛❧✐%( ❞❡ ❧❛ ❝❛)%❡ )❡❝♦♥$%)✉✐%❡
♣❛) ❧❡$ ❛❧❣♦)✐%❤♠❡$✳
❉✐5*❛♥❝❡ ❊✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡
F♦✉) (✈❛❧✉❡) ❧❛ ❝❛)%❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐)♦♥♥❡♠❡♥% )❡❝♦♥$%)✉✐%❡ ♣❛) ✉♥ ❛❧❣♦)✐%❤♠❡ ❞❡ ❙▲❆▼✱
✉♥❡ ❝❛)%❡ ❞❡ )(❢()❡♥❝❡ ❡$% ✐♥❞✐$♣❡♥$❛❜❧❡✳ ▼❛❧❤❡✉)❡✉$❡♠❡♥%✱ ✐❧ ♥✬❡$% ♣❛$ ♣♦$$✐❜❧❡ ❞✬(✈❛✲
❧✉❡) ❧❛ :✉❛❧✐%( ❞❡ ❧❛ ❝❛)%❡ ❧♦)$ ❞✬✉♥❡ ❡①♣()✐♠❡♥%❛%✐♦♥✳ ◆♦$ ❛❧❣♦)✐%❤♠❡$ ❞❡ ❙▲❆▼ ✉%✐✲
❧✐$❡♥% ❞❡$ ❛♠❡)$ ♣♦♥❝%✉❡❧$✱ ✐❧ ❡$% ✐♠♣♦$$✐❜❧❡ ❞✬(%❛❜❧✐) ✉♥❡ ❝❛)%❡ ❞❡ )(❢()❡♥❝❡ ❝♦♠♣♦)%❛♥%
❧❛ ♣♦$✐%✐♦♥ ✸❉ ❞❡ ❝❡$ ❛♠❡)$✳
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Aˆi = (xi, yi, zi) ✿
damer =
√
(xi,ref − xi)➨+ (yi,ref − yi)➨+ (zi,ref − zi)➨ ✭✷✳✷✽✮
❈❡%%❡ ❞✐$%❛♥❝❡ )❡♣)($❡♥%❡ ❧✬❡))❡✉) ❞✬❡$%✐♠❛%✐♦♥ ❡♥%)❡ ❧❛ ♣♦$✐%✐♦♥ )(❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛♠❡) ❡%
❧❛ ♣♦$✐%✐♦♥ ❡$%✐♠(❡ ♣❛) ❧❡ ✜❧%)❡✳ F❧✉$ ❧❛ ❝❛)%❡ ❡$% ♣)(❝✐$❡✱ ♣❧✉$ ❧❛ ❞✐$%❛♥❝❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡$%
❢❛✐❜❧❡✳
◆❊❊❙
❊♥ ♣❧✉$ ❞❡ ❢♦✉)♥✐) ❧❛ ♣♦$✐%✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛:✉❡ ❛♠❡) Aˆi = (xi, yi, zi)✱ ❧❡$ ❛❧❣♦)✐%❤♠❡$
❞❡ ❙▲❆▼ ❢♦✉)♥✐$$❡♥% ✉♥❡ ✐♥❝❡)%✐%✉❞❡ $✉) ❝❤❛:✉❡ ✈❛)✐❛❜❧❡ σˆAi = (σxi , σyi , σzi)✳ F♦✉)
♣)❡♥❞)❡ ❡♥ ❝♦♠♣%❡ ❧✬✐♥❝❡)%✐%✉❞❡ ❞❡ ❝❤❛:✉❡ ✈❛)✐❛❜❧❡✱ ♦♥ ❞(✜♥✐% ❧❡ ◆❊❊❙ ✭◆♦)♠❛❧✐③❡❞
❊$%✐♠❛%✐♦♥ ❊))♦) ❙:✉❛)❡❞✮✳ F♦✉) ❝❛❧❝✉❧❡) ❧❡ ◆❊❊❙✱ ♣❧✉$✐❡✉)$ ❡①♣()✐♠❡♥%❛%✐♦♥$ $♦♥%
♥(❝❡$$❛✐)❡$ ✭N ❡①♣()✐♠❡♥%❛%✐♦♥✮✳ ❆♣)S$ ❛✈♦✐) )(❛❧✐$( N ❡①♣()✐♠❡♥%❛%✐♦♥$✱ ❧❡ ◆❊❊❙ ❡$%
❝❛❧❝✉❧( ❡♥ ✉%✐❧✐$❛♥% ❧❛ ❢♦)♠✉❧❡ ✿
ǫamer =
1
N
N∑
j=1
(Aˆi −Ai)
T σˆAi(Aˆi −Ai) ✭✷✳✷✾✮
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♠❡♥1 ❧❛ ♣$♦❜❧>♠❛1✐E✉❡ ❛❧❣♦$✐1❤♠✐E✉❡ ❞✉ ❙▲❆▼✳ ❊♥4✉✐1❡✱ ✉♥ ❛❧❣♦$✐1❤♠❡ ✭❊❑❋✲❙▲❆▼✮
❡41 >1✉❞✐> ♣♦✉$ ♣❡$♠❡11$❡ ✉♥❡ ♣$❡♠✐C$❡ ❛♣♣$♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ $❡❝♦♥41$✉❝1✐♦♥ ❞❡ 4❝C♥❡4 ❞❛♥4
✉♥ ❡♥✈✐$♦♥♥❡♠❡♥1 ❞✬✐♥1>$✐❡✉$✳ ❊♥✜♥✱ ❛♣$C4 ✉♥❡ >1✉❞❡ ❛♣♣$♦❢♦♥❞✐❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦$✐1❤♠❡✱ ♠♦✲
❞✐✜❝❛1✐♦♥4 4❡$♦♥1 ♣$♦♣♦4>❡4✱ ♣❡$♠❡11❛♥1 ✉♥❡ ✐♠♣❧❛♥1❛1✐♦♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧❧❡ ❡✣❝❛❝❡ 4✉$ ❞❡4
❛$❝❤✐1❡❝1✉$❡4 ❡♠❜❛$E✉>❡4 ❞✐4♣♦4❛♥1 ❞❡ ♣❡✉ ❞❡ $❡44♦✉$❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧4 ♠❛✐4 4✉$1♦✉1 ❞❡
4♣>❝✐✜❝✐1>4 ♣❡$♠❡11❛♥1 ✉♥❡ ✐♠♣❧❛♥1❛1✐♦♥ ♦♣1✐♠✐4>❡ ❡1 ❡✣❝❛❝❡✳
✸✳✷ ❉$✜♥✐(✐♦♥ ❞✉ ♣-♦❜❧0♠❡ ✻✶
✸✳✷ ❉$✜♥✐(✐♦♥ ❞✉ ♣-♦❜❧0♠❡
✸✳✷✳✶ ▲❡& '(❛(& * ♦❜&❡-✈❡-
❯♥ "♦❜♦% ♠♦❜✐❧❡ ✉%✐❧✐+❡ ✉♥ ❛❧❣♦"✐%❤♠❡ ❞❡ ❙▲❆▼ ✭❙✐♠✉❧%❛♥❡♦✉+ ▲♦❝❛❧✐③❛%✐♦♥ ❆♥❞
▼❛♣♣✐♥❣✮ ♣♦✉" ❝❛"%♦❣"❛♣❤✐❡" ✉♥ ❡♥✈✐"♦♥♥❡♠❡♥% %♦✉% ❡♥ +❡ ❧♦❝❛❧✐+❛♥% ❞❛♥+ ❧❛ ❝❛"%❡
"❡❝♦♥+%"✉✐%❡✳ ▲❡ ❙▲❆▼ ❡+% ❞;❝♦♠♣♦+❛❜❧❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛"%✐❡+ ❞;♣❡♥❞❛♥%❡+ %"=+ ❢♦"%❡♠❡♥%
❧✬✉♥❡ ❞❡ ❧✬❛✉%"❡ ✿
✕ ▲❛ ❧♦❝❛❧✐+❛%✐♦♥ ❞✉ "♦❜♦% ♠♦❜✐❧❡✳
✕ ▲❛ ❝❛"%♦❣"❛♣❤✐❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐"♦♥♥❡♠❡♥%✳
❈❡+ ❞❡✉① ♣❛"%✐❡+ +♦♥% ❡♥%✐="❡♠❡♥% ❝♦"";❧;❡+✱ ✐❧ ❡+% ✐♠♣♦++✐❜❧❡ ❞❡ +❡ ❧♦❝❛❧✐+❡" +❛♥+ ❝❛"%❡
❞❡ ❧✬❡♥✈✐"♦♥♥❡♠❡♥% ♠❛✐+ ✐❧ ❡+% ❛✉++✐ ✐♠♣♦++✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛"%♦❣"❛♣❤✐❡" ✉♥ ❡♥✈✐"♦♥♥❡♠❡♥% +❛♥+
❝♦♥♥❛✐%"❡ +❛ ♣♦+✐%✐♦♥✳
✸✳✷✳✷ ❉'-♦✉❧❡♠❡♥( ❣❧♦❜❛❧ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦-✐(❤♠❡ ❙▲❆▼
❈❡+ ❛❧❣♦"✐%❤♠❡+ ❝❛"%♦❣"❛♣❤✐❡♥% ❧✬❡♥✈✐"♦♥♥❡♠❡♥% ❡♥ ✉%✐❧✐+❛♥% ❞❡+ ♣"✐♠✐%✐✈❡+ ❞❡ ♥❛✲
%✉"❡+ ❞✐✈❡"+❡+ ✿ ♣♦♥❝%✉❡❧❧❡+✱ ❧✐♥;❛✐"❡+ ♦✉ ❡♥❝♦"❡ +✉"❢❛❝✐E✉❡+✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥%✱ ✉♥ ❛❧❣♦"✐%❤♠❡
❙▲❆▼ ❡+% ❣;♥;"❛❧❡♠❡♥% ❞;❝♦♠♣♦+❛❜❧❡ ❡♥ ♣❧✉+✐❡✉"+ ;%❛♣❡+ ✭❋✐❣✳ ✸✳✶✮ ✿
❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✿ ❆❧❣♦$✐&❤♠❡ ❙▲❆▼ ●.♥.$✐0✉❡
✕ ▲❛ ♣";❞✐❝%✐♦♥ ✿ ❡❧❧❡ ♣";❞✐% ❧✬;%❛% ❞✉ ♠♦❜✐❧❡ I ♣❛"%✐" ❞❡+ ❞♦♥♥;❡+ ♣"♦♣"✐♦❝❡♣%✐✈❡+✳
✕ ▲❛ ❞;%❡❝%✐♦♥ ❡% ❧❛ ♠✐+❡ ❡♥ ❝♦""❡+♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡+ ❛♠❡"+ ✿ ❡❧❧❡ ❞;%❡❝%❡ ❧❡+ ❛♠❡"+
E✉✐ +❡"✈❡♥% ❞❡ ♣♦✐♥%+ ❞❡ "❡♣="❡ ♣♦✉" +❡ ❧♦❝❛❧✐+❡"✳ ❯♥❡ ❢♦✐+ ❞;%❡❝%;+✱ ❡❧❧❡ ♠❡% ❡♥
❝♦""❡+♣♦♥❞❛♥❝❡ ❧❡+ ❛♠❡"+ ♦❜+❡"✈;+ ❡% ❧❡+ ❛♠❡"+ ❞;❥I ❝❛"%♦❣"❛♣❤✐;+✳
✕ ▲✬❡+%✐♠❛%✐♦♥ ✿ ❡❧❧❡ ✉%✐❧✐+❡ ❧❡+ ❛♠❡"+ ♦❜+❡"✈;+ ♣♦✉" ❛♠;❧✐♦"❡" ❧❛ ❧♦❝❛❧✐+❛%✐♦♥ ❞✉
♠♦❜✐❧❡ ♠❛✐+ ❛✉++✐ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛"%❡✳
✕ ▲✬✐♥✐%✐❛❧✐+❛%✐♦♥ ✿ ❧✬❛❧❣♦"✐%❤♠❡ ❛❥♦✉%❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❛♠❡"+ ♣♦✉" ❛❣"❛♥❞✐" ❧❛ ❝❛"%❡ ❞❡
❧✬❡♥✈✐"♦♥♥❡♠❡♥%✳
✸✳✷ ❉$✜♥✐(✐♦♥ ❞✉ ♣-♦❜❧0♠❡ ✻✷
✸✳✷✳✸ ❈❤♦✐① ❞❡ ❧✬❛❧❣♦.✐/❤♠❡
▲❡ ❙▲❆▼ ❛ &'& '()* &'✉❞✐& ❞❡♣✉✐* ✉♥❡ 0✉✐♥③❛✐♥❡ ❞✬❛♥♥&❡✳ ▲❡* ♣(❡♠✐❡(* ❛❧❣♦(✐'❤♠❡*
❞&✜♥✐* *♦♥' ❜❛*&* *✉( ❧❛ '❤&♦(✐❡ ♣(♦❜❛❜✐❧✐*'❡✱ ❡♥ ♣❛('✐❝✉❧✐❡( ❧✬❊❑❋✲❙▲❆▼✳ ❈❡' ❛❧❣♦✲
(✐'❤♠❡ ❛ &'& &✈❛❧✉& ❞❡ ♥♦♠❜(❡✉*❡* ❢♦✐*✱ ❞❡ ♣❧✉*✱ ✐❧ ❛ &'& ❛❞❛♣'& D ❧✬✉'✐❧✐*❛'✐♦♥ ❞❡ ♥♦♠✲
❜(❡✉① ❝❛♣'❡✉(*✳
▲✬✐♠♣❧❛♥'❛'✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉* ❝♦♥♥✉❡ ❞❡ ❧✬❊❑❋✲❙▲❆▼ ❡*' ❧❡ ▼♦♥♦❙▲❆▼ ❞❡ ❉❛✈✐*♦♥ ❬✶❪✳ ■❧ ❛
♣(♦♣♦*& ✉♥ ❛❧❣♦(✐'❤♠❡ ✉'✐❧✐*❛♥' ✉♥❡ *✐♠♣❧❡ ✇❡❜❝❛♠✱ 0✉✐ ❝❛('♦❣(❛♣❤✐❡ ✉♥ ❡♥✈✐(♦♥♥❡♠❡♥'
(❡❧❛'✐✈❡♠❡♥' (❡*'(❡✐♥' ❡♥ '❛✐❧❧❡ ♠❛✐* ❡♥ '❡♠♣* (&❡❧ *✉( ✉♥ ♦(❞✐♥❛'❡✉( ❞❡ ❜✉(❡❛✉✳
❙▲❆▼ ♣❛( ●(❛♣❤ ❘&❝❡♠♠❡♥' ❞❡ ♥♦♠❜(❡✉① ❛❧❣♦(✐'❤♠❡* ❞❡ ❙▲❆▼ ❜❛*&* *✉( ❧✬♦♣'✐✲
♠✐*❛'✐♦♥ ❞❡ ❣(❛♣❤❡* *♦♥' ❛♣♣❛(✉*✳ ❊♥ ♣❛('✐❝✉❧✐❡(✱ ❧❛ ♣(❡♠✐)(❡ ✐♠♣❧❛♥'❛'✐♦♥ '❡♠♣* (&❡❧
*✉( ✉♥ *②*')♠❡ ❡♠❜❛(0✉& ❛ &'& (&❛❧✐*&❡ ♣❛( ❑❧❡✐♥ ❡' ▼✉((❛② ❬✹✽❪ *✉( ✉♥ ✐♣❤♦♥❡✳ ▲❡✉(
❛❧❣♦(✐'❤♠❡ ♥❡ ♣❡✉' ❝❡♣❡♥❞❛♥' ❝❛('♦❣(❛♣❤✐❡( 0✉✬✉♥❡ ♣❡'✐'❡ ③♦♥❡ ❞❡ ❧✬❡*♣❛❝❡ ❡' *❡ ❞❡*'✐♥❡
❛ P'(❡ ✉'✐❧✐*& ♣❛( ❞❡* *②*')♠❡* ❞❡ (&❛❧✐'& ❛✉❣♠❡♥'&❡✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ♥♦'(❡ ❛❧❣♦(✐'❤♠❡ ❛
&'&✱ ❡♥ ♣❛('✐❡✱ ❣✉✐❞& ♣❛( ❙'(❛*❞❛' ❡! ❛❧✳ ❬✺✶❪ 0✉✐ ❡①♣❧✐0✉❡ 0✉❡ ❧❡ *❡✉❧ ❞♦♠❛✐♥❡ ♦R ❧❡*
❛❧❣♦(✐'❤♠❡* ❜❛*&* *✉( ✉♥ ✜❧'(❡ (❡*'❡ *✉♣&(✐❡✉( ❛✉① ❛♣♣(♦❝❤❡* ♣❛( ❣(❛♣❤* ❡*' ❧❡ ❝❛* ♦R ❧❡*
(❡**♦✉(❝❡* ♣(♦❝❡**❡✉(* *♦♥' '()* ❧✐♠✐'&❡*✳ ❉❡ ♣❧✉*✱ ✐❧* ♦♥' ♠♦♥'(& 0✉❡ ❧❡* ♣❡(❢♦(♠❛♥❝❡*
❡♥ '❡(♠❡ ❞❡ 0✉❛❧✐'& ❞❡ ❧♦❝❛❧✐*❛'✐♦♥ ♣♦✉✈❛✐' P'(❡ *✐♠✐❧❛✐(❡ ❡♥'(❡ ❧❡* ❞❡✉① ♠&'❤♦❞❡*✳ ◆♦✉*
❛✈♦♥* ❞♦♥❝ ❝❤♦✐*✐ ♣♦✉( ♥♦'(❡ ♣(❡♠✐❡( *②*')♠❡ ❞✬✉'✐❧✐*❡( ✉♥ ❛❧❣♦(✐'❤♠❡ ♣(♦❜❛❜✐❧✐*'❡ '()*
✉'✐❧✐*& ✿ ❧✬❊❑❋✲❙▲❆▼✳
✸✳✷✳✹ ❉3✜♥✐/✐♦♥6 ❞❡6 ✈❛.✐❛❜❧❡6
▲✬❊❑❋✲❙▲❆▼ ✉'✐❧✐*❡ ✉♥ ✜❧'(❡ ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ ❬✾❪ ♣♦✉( ❧♦❝❛❧✐*❡( ❧❡ (♦❜♦' ♠♦❜✐❧❡ '♦✉' ❡♥
❝❛('♦❣(❛♣❤✐❛♥' ❧❛ *❝)♥❡✳ ❉❛♥* ❧❡ (❡♣)(❡ Rglob✱ ❧❡* ❝♦♦(❞♦♥♥&❡* ❞✉ ♠♦❜✐❧❡ *♦♥' Xk =
(x, y, θ) ❛✈❡❝ x , y ❧❡* ❝♦♦(❞♦♥♥&❡* ❞✉ (♦❜♦' ❞❛♥* ❧❡ ♣❧❛♥ ❡' θ *♦♥ ♦(✐❡♥'❛'✐♦♥✳ ❈❤❛0✉❡
❛♠❡( ❡*' (&♣(❡*❡♥'& ♣❛( *❛ ♣♦*✐'✐♦♥ ✸❉ ❞❛♥* ❧✬❡*♣❛❝❡✱ *♦✐' ai = [xai, yai, zai]✳
❆ ❧✬✐♥*'❛♥' k✱ ❧❡ ❙▲❆▼ ❡*'✐♠❡ ❧❛ ♣♦*✐'✐♦♥ ❞✉ ♠♦❜✐❧❡ ✭Xk✮ ❛✐♥*✐ 0✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡* ❛♠❡(* ✭a✮
❡♥ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞❡* ❞&♣❧❛❝❡♠❡♥'* ❞✉ ♠♦❜✐❧❡ ✭uk✮ ❡' ❞❡* ♦❜*❡(✈❛'✐♦♥* ✭zk✮✳ ▲❛ ♣(♦❜❧&♠❛'✐0✉❡
♣(♦❜❛❜✐❧✐*'❡ *✬&❝(✐' *♦✉* ❧❛ ❢♦(♠❡ ✿
p(xk, a|zk,uk) ✭✸✳✶✮
❙✐ ❧✬❡♥✈✐(♦♥♥❡♠❡♥' ❝♦♥'✐❡♥' M ❛♠❡(*✱ ♦♥ ❞&✜♥✐' ❧❡ ✈❡❝'❡✉( ❞✬&'❛' xk *✉✐✈❛♥' ✿
xk = (Xk, a1, ..., aM)
T
✭✸✳✷✮
❖♥ ❛**♦❝✐❡ D ❝❡ ✈❡❝'❡✉(✱ ❧❛ ♠❛'(✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛(✐❛♥❝❡ Pk ✿
✸✳✷ ❉$✜♥✐(✐♦♥ ❞✉ ♣-♦❜❧0♠❡ ✻✸
Pk =


Pxx Pxy Pxθ Pxxa1 .. PxzaM
Pyx Pyy Pyθ Pyxa1 .. PyzaM
Pθx Pθy Pθθ Pθxa1 .. PθzaM
Pxa1x Pxa1y Pxa1θ Pxa1xa1 .. Pxa1zaM
.. .. .. .. .. ..
PzaM x PzaM y PzaM θ PzaM xa1 .. PzaM zaM


✭✸✳✸✮
=


PRR PRa1 .. PRaM
Pa1R Pa1a1 .. Pa1aM
.. .. .. ..
PaMR PaMa1 .. PaMaM

 ✭✸✳✹✮
❈❡''❡ ♠❛'*✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛*✐❛♥❝❡ 1②♠❜♦❧✐1❡ ❧✬❡♥1❡♠❜❧❡ ❞❡1 ❞6♣❡♥❞❛♥❝❡1 ❡♥'*❡ ❧❡1 ✈❛✲
*✐❛❜❧❡1✳ ▲✬❡1'✐♠❛'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦1✐'✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛;✉❡ ❛♠❡* ❡1' ❝♦**6❧6❡✱ ✐❧ ❡1' ✐♠♣♦11✐❜❧❡ ❞✬❡1✲
'✐♠❡* ❧❛ ♣♦1✐'✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛♠❡* ✐♥❞6♣❡♥❞❛♠♠❡♥'✳ ❙♠✐'❤ ❡' ❈❤❡❡1❡♠❛♥ ❬✾✶❪ ❡' ❉✉**❛♥'✲
❲❤②'❡ ❬✾✷❪ ♦♥' ❞6♠♦♥'*6 ;✉✬✐❧ 6'❛✐' ♥6❝❡11❛✐*❡ ❞✬❡1'✐♠❡* ❧❛ ❧♦❝❛❧✐1❛'✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥1❡♠❜❧❡
❞❡1 ❛♠❡*1 ❞❛♥1 ✉♥ 1❡✉❧ ✈❡❝'❡✉* ❞✬6'❛'✱ ❞❛♥1 ❧❡ ❝❛1 ❝♦♥'*❛✐*❡ ❧❛ ❝❛*'❡ ♣❡✉' ❞❡✈❡♥✐*
✐♥❝♦♥1✐1'❛♥'❡✳
✸✳✷✳✺ ❊%❛♣❡ ❞❡ ♣*+❞✐❝%✐♦♥
▲✬6'❛♣❡ ❞❡ ♣*6❞✐❝'✐♦♥ ✉'✐❧✐1❡ ❧❡1 ❞♦♥♥6❡1 ♣*♦♣*✐♦❝❡♣'✐✈❡1 ✐11✉❡1 ❞❡1 ♦❞♦♠F'*❡1 ♣♦✉*
♣*6❞✐*❡ ❧❛ ♣♦1✐'✐♦♥ ❞✉ *♦❜♦'✳ ▲❡1 6;✉❛'✐♦♥1 ❞✉ ✜❧'*❡ ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ ♣♦✉* ❧❛ ♣❤❛1❡ ❞❡
♣*6❞✐❝'✐♦♥ 1♦♥' ❧❡1 1✉✐✈❛♥'❡1 ✿
xk|k−1 = f(xk−1|k−1,uk) + vk
Pk|k−1 = FkPk−1|k−1F
T
k +Qk
✭✸✳✺✮
❆✈❡❝ ❧❡1 ❞♦♥♥6❡1 ♦❞♦♠6'*✐;✉❡1 uk 1✉♣♣♦16❡1 ❝♦♥1'❛♥'❡1 ❡♥'*❡ ❧❡1 ✐♥1'❛♥'1 k − 1 ❡'
k✱ ❧❡ ❜*✉✐' ❞✬6'❛' vk ❞6✜♥✐' ❜❧❛♥❝✱ ❣❛✉11✐❡♥ ❡' ❞❡ ♠❛'*✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛*✐❛♥❝❡ Qk✳
xk−1|k−1 *❡♣*61❡♥'❡ ❧❡ ✈❡❝'❡✉* ❞✬6'❛' M ❧✬✐♥1'❛♥' k−1✱ xk|k−1 *❡♣*61❡♥'❡ ❧❡ ✈❡❝'❡✉* ❞✬6'❛'
❛♣*F1 ❛✈♦✐* ✐♥'6❣*6 ❧❡1 ❞♦♥♥6❡1 ♦❞♦♠6'*✐;✉❡1 ❡' xk|k *❡♣*61❡♥'❡*❛ ❧❡ ✈❡❝'❡✉* ❛♣*F1 ❧✬6'❛♣❡
❞✬❡1'✐♠❛'✐♦♥✳
❆ ❧✬✐♥1'❛♥' k✱ ❧❡ ♠♦❞F❧❡ ❞❡ ❞6♣❧❛❝❡♠❡♥' f(xk−1|k−1,uk) ❡1' ❞6✜♥✐ ♣❛* ✿
✸✳✷ ❉$✜♥✐(✐♦♥ ❞✉ ♣-♦❜❧0♠❡ ✻✹
xk|k−1 = f(xk−1|k−1, δs, δθ) =


xk−1|k−1 + δsk cos
(
θk−1|k−1 +
δθk
2
)
yk−1|k−1 + δsk sin
(
θk−1|k−1 +
δθk
2
)
θk−1|k−1 + δθk
xa1,k−1
ya1,k−1
za1,k−1
..
✳✳
xaN ,k−1
yaN ,k−1
zaN ,k−1


✭✸✳✻✮
❛✈❡❝ ✿
✕ δsk ✿ ❧❛ ❞✐./❛♥❝❡ ♣❛2❝♦✉2✉❡ ♣❛2 ❧❡ ✈5❤✐❝✉❧❡ ❡♥/2❡ ❧✬✐♥./❛♥/ k − 1 ❡/ k ❞5✜♥✐❡ ❞❛♥.
❧❛ .❡❝/✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳
✕ δθk ✿ ❧❛ ✈❛2✐❛/✐♦♥ ❞❡ ❝❛♣ ❡♥/2❡ ❧✬✐♥./❛♥/ k − 1 ❡/ k ❞5✜♥✐❡ ❞❛♥. ❧❛ .❡❝/✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳
❖♥ 2❡♠❛2<✉❡ <✉❡ ❧❡ ♠♦❞=❧❡ ❞❡ ❞5♣❧❛❝❡♠❡♥/ ♥❡ ❢❛✐/ 5✈♦❧✉❡2 <✉❡ ❧❛ ♣♦.✐/✐♦♥ ❞✉ 2♦❜♦/
♠♦❜✐❧❡✱ ❧❡. ❝♦♦2❞♦♥♥5❡. ❞❡. ❛♠❡2. ♥✬5✈♦❧✉❡♥/ ♣❛. ❞✉2❛♥/ ❝❡//❡ 5/❛♣❡✳ ▲❛ ♠❛/2✐❝❡ Fk
❡./ ❞5✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡ ❞❡ f /❡❧ <✉❡ ✿
Fk =
∂f
∂x
|xk−1|k−1 ✭✸✳✼✮
❉❛♥. ❧❡ ❝❛. ♦E ✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥ ❛♠❡2 ❞❛♥. ❧❛ ❝❛2/❡✱ ♦♥ ♦❜/✐❡♥/ ❧❛ ♠❛/2✐❝❡ .✉✐✈❛♥/❡ ✿
Frobot,k =


1 0 δsk cos(θk−1|k−1 +
δθk
2
)
0 1 −δsk sin(θk−1|k−1 +
δθk
2
)
0 0 1

 ✭✸✳✽✮
❆✈❡❝ M ❛♠❡2.✱ ♦♥ ♦❜/✐❡♥/ ❧❛ ♠❛/2✐❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥.✐♦♥ (3M + 3)(3M + 3) .✉✐✈❛♥/❡ ✿
Fk =
[
Frobot,k 0
0 Id(3M, 3M)
]
✭✸✳✾✮
▲❛ ♠❛/2✐❝❡ ❞❡ ❜2✉✐/ Qk ❡./ ❞5✜♥✐❡ ❞❛♥. ❬✾✸❪ ♣❛2 ✿
✸✳✷ ❉$✜♥✐(✐♦♥ ❞✉ ♣-♦❜❧0♠❡ ✻✺
Qk =


kssδsk| cos(θk)| 0 0
0 kssδsk| sin(θk)| 0
0 0 ksθ|δsk|+ kθθ|δθk|

 ✭✸✳✶✵✮
❛✈❡❝ ✿
✕ kss ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥1 ❞❡ ❞34✐✈❡ ♦❞♦♠314✐6✉❡ 8✉4 s ❝❛✉83❡ ♣❛4 δs✳
✕ ksθ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥1 ❞❡ ❞34✐✈❡ ♦❞♦♠314✐6✉❡ 8✉4 θ ❝❛✉83❡ ♣❛4 δθk✳
✕ kθθ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥1 ❞❡ ❞34✐✈❡ ♦❞♦♠314✐6✉❡ 8✉4 θ ❝❛✉83❡ ♣❛4 δθk✳
✸✳✷✳✻ ❊%❛♣❡ ❞✬❡+%✐♠❛%✐♦♥
▲✬31❛♣❡ ❞✬❡81✐♠❛1✐♦♥ ✉1✐❧✐8❡ ❧❡8 ❞♦♥♥3❡8 ✐88✉❡8 ❞❡ ❧❛ ❝❛♠34❛ ♣♦✉4 ❛♠3❧✐♦4❡4 ❧❛ ♣♦8✐1✐♦♥
✐88✉❡ ❞❡ ❧✬31❛♣❡ ❞❡ ♣43❞✐❝1✐♦♥✳
❊❧❧❡ ✉1✐❧✐8❡ ❧❛ ♣43❞✐❝1✐♦♥ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐8❛1✐♦♥ ❞❡8 ❛♠❡48 8✉4 ❧✬✐♠❛❣❡✳ >♦✉4 ❝❛❧❝✉❧❡4 ❝❡11❡
♣♦8✐1✐♦♥ ♣43❞✐1❡✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ♣♦8✐1✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠❡4 ❞❛♥8 ❧❡ 4❡♣@4❡ ❝❛♠34❛ ♣✉✐8 ♦♥ ✉1✐❧✐8❡
❧❡ ♠♦❞@❧❡ >✐♥❤♦❧❡ ♣♦✉4 ♣4♦❥❡1❡4 ❧✬❛♠❡4 i 8✉4 ❧✬✐♠❛❣❡ ✿
hi,k(xk|k−1) =
(
ui
vi
)
=
(
cu + fku
xai,cam
zai,cam
cv + fkv
yai,cam
zai,cam
)
✭✸✳✶✶✮
❛✈❡❝ ✿
✕ ✭xai,cam✱ yai,cam✱ zai,cam✮ ❧❛ ♣♦8✐1✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠❡4 i ❞❛♥8 ❧❡ 4❡♣@4❡ ❝❛♠34❛✳
✕ (ui, vi) ❧❛ ♣♦8✐1✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠❡4 i 8✉4 ❧✬✐♠❛❣❡✳
✕ (cu, cv) ❧❡8 ❝♦♦4❞♦♥♥3❡8 ❞❡ ❧❛ ♣4♦❥❡❝1✐♦♥ ❞✉ ❝❡♥14❡ ♦♣1✐6✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛♠34❛ 8✉4 ❧❡ ♣❧❛♥
✐♠❛❣❡✳
✕ f ❧❛ ❞✐81❛♥❝❡ ❢♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛♠34❛✳
✕ (ku, kv) ❧❡ ♥♦♠❜4❡ ❞❡ ♣✐①❡❧ ♣❛4 ✉♥✐13 ❞❡ ♠❡8✉4❡✳
❙✐ ❧✬❛♠❡4 ♥✬❡81 ♣❛8 ♣438❡♥1 8✉4 ❧✬✐♠❛❣❡✱ ❛❧♦48 ✐❧ ♥✬❡81 ♣❛8 ♣4✐8 ❡♥ ❝♦♠♣1❡ ❧♦48 ❞❡ ❝❡11❡
31❛♣❡✳ ❉✉4❛♥1 ❧✬31❛♣❡ ❞✬❡81✐♠❛1✐♦♥✱ ❧✬❛❧❣♦4✐1❤♠❡ ♣43❞✐1 ❧❛ ♣♦8✐1✐♦♥ ❞❡ ◆ ❛♠❡48 ❛✈❡❝
◆6▼ ✭❧❡ ♥♦♠❜4❡ ❞✬❛♠❡4 1♦1❛❧✮✳ ❖♥ ❢♦4♠❡ ❧❡ ✈❡❝1❡✉4 ❞❡ ♣43❞✐❝1✐♦♥ K ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❡♥8❡♠❜❧❡
❞❡8 ♣4♦❥❡❝1✐♦♥8 ✿ hk(xk|k−1) =


h0,k
..
hN−1,k

✳
❆♣4@8 ❛✈♦✐4 ♣43❞✐1 ❧❛ ♣♦8✐1✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛6✉❡ ❛♠❡4✱ 8♦♥ ♦❜8❡4✈❛1✐♦♥ ❡81 ❝❛❧❝✉❧3 K ❧✬❛✐❞❡ ❞❡
❧✬31❛♣❡ ❞❡ ♠✐8❡ ❡♥ ❝♦44❡8♣♦♥❞❛♥❝❡ ✭❞3✜♥✐❡ 8❡❝1✐♦♥ ✸✳✸✳✷✮✱ ❡❧❧❡ ❝♦44❡8♣♦♥❞ K 8❛ ♣♦8✐1✐♦♥
43❡❧❧❡ 8✉4 ❧✬✐♠❛❣❡✱ zˆi,k = (ui,obs, vi,obs) ✳ ❖♥ ❢♦4♠❡ ❛✐♥8✐ ❧❡ ✈❡❝1❡✉4 ❞✬♦❜8❡4✈❛1✐♦♥8 6✉✐
❝♦44❡8♣♦♥❞ K ❧❛ ♣♦8✐1✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛6✉❡ ❛♠❡4 ♣43❞✐1 ✿
✸✳✸ "#♦❜❧'♠❛*✐,✉❡/ ❛//♦❝✐1❡/ ❛✉ ❙▲❆▼ ✻✻
zˆk =


zˆ0,k
...
zˆN−1,k

 ✭✸✳✶✷✮
▲✬✐♥♥♦✈❛-✐♦♥ Yk✱ ❝♦00❡2♣♦♥❞❛♥- 5 ❧❛ ❞✐✛80❡♥❝❡ ❡♥-0❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉0 ♦❜2❡0✈8❡ ❡- ❧❛ ✈❛❧❡✉0
♣08❞✐-❡✱ ❡2- ❞8✜♥✐❡ ♣❛0 ✿
Yk = zˆk − hk(xk|k−1) ✭✸✳✶✸✮
❖♥ ❧✉✐ ❛22♦❝✐❡ 2❛ ♠❛-0✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛0✐❛♥❝❡ Sk ✿
Sk = HkPk|k−1H
T
k +Rk ✭✸✳✶✹✮
❆✈❡❝ Hk ❧❛ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡ ❞❡ hk ❡- Rk ❧❛ ♠❛-0✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛0✐❛♥❝❡ ❞✉ ❜0✉✐-✳ ❈❡--❡ ♠❛-0✐❝❡
Rk✱ ❞8✜♥✐❡ ❞❛♥2 ❧❡ 0❡♣C0❡ ❝❛♠80❛✱ ❡2- ❝❛❧✐❜08❡ ❡①♣80✐♠❡♥-❛❧❡♠❡♥- 5 ✉♥❡ ✈❛0✐❛♥❝❡ ❞❡ ✶
♣✐①❡❧ ✭2σ = 2pixels✮✳
❊♥✜♥✱ ❧❡2 8F✉❛-✐♦♥2 ❞✬❡2-✐♠❛-✐♦♥ ❞✉ ✜❧-0❡ ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ 2♦♥- ❞8✜♥✐❡2 ❝♦♠♠❡ 2✉✐- ✿
Kk = Pk|k−1HkS
−1
k
xk|k = xk|k−1 +KkYk
Pk|k = (I−KkHk)Pk|k−1
✭✸✳✶✺✮
❛✈❡❝ Kk ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❡ ❑❛❧♠❛♥✳
▲✬8-❛♣❡ ❞✬❡2-✐♠❛-✐♦♥ ❞✉ ✜❧-0❡ ♠❡- 5 ❥♦✉0 ❧❛ ♣♦2-✐♦♥ ❞✉ 0♦❜♦-✱ ❞❡2 ❛♠❡02 ❡- ❞❡ ❧❡✉02
✐♥❝❡0-✐-✉❞❡2 ❛22♦❝✐8❡2 ❣0J❝❡ ❛✉① ♦❜2❡0✈❛-✐♦♥2 08❛❧✐28❡2✳ ▲❡2 ♦❜2❡0✈❛-✐♦♥2 2♦♥- ❜❛28❡2
2✉0 ❧❛ ❝❛0-❡✱ F✉❡ ❧✬❛❧❣♦0✐-❤♠❡ ❝♦♥2-0✉✐- ❛✉ ❢✉0 ❡- 5 ♠❡2✉0❡ ❞✉ ❞8♣❧❛❝❡♠❡♥-✱ ❡- 2✉0
❧❛ ❧♦❝❛❧✐2❛-✐♦♥ ❞❡2 ❛♠❡02 08❛❧✐28❡ ❣0J❝❡ 5 ❧❛ ❝❛♠80❛✳ ■❧ ❡2- ✐♠♣♦0-❛♥- ❞❡ 0❡♠❛0F✉❡0
F✉❡ ♣❧✉2 ❧❛ ❝❛0-❡ ❡2- ❣0❛♥❞❡✱ ♣❧✉2 ❧❛ ❞✐♠❡♥2✐♦♥ ❞✉ ✈❡❝-❡✉0 ❞✬8-❛- ❡- ❞❡ 2❛ ♠❛-0✐❝❡ ❞❡
❝♦✈❛0✐❛♥❝❡ ❡2- ❣0❛♥❞❡✳ ▲❡ -❡♠♣2 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬8-❛♣❡ ❞✬❡2-✐♠❛-✐♦♥ ❞8♣❡♥❞ ❢♦0-❡♠❡♥-
❞✉ ♥♦♠❜0❡ ❞✬❛♠❡02 ❞❛♥2 ❧✬❡♥✈✐0♦♥♥❡♠❡♥-✳ ❊♥ ❡✛❡-✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐-8 ❛❧❣♦0✐-❤♠✐F✉❡ ❞❡ ❧❛
♠✉❧-✐♣❧✐❝❛-✐♦♥ ♠❛-0✐❝✐❡❧❧❡ ❡2- ✐♠♣♦0-❛♥-❡✳
✸✳✸ "#♦❜❧'♠❛*✐,✉❡/ ❛//♦❝✐1❡/ ❛✉ ❙▲❆▼
▲✬❛❧❣♦0✐-❤♠❡ ❞8❝0✐- ♣08❝8❞❡♠♠❡♥- ♥❡ ❝♦♥2✐❞C0❡ ♣❛2 -♦✉-❡2 ❧❡2 ♣0♦❜❧8♠❛-✐F✉❡2 ❡①✐2✲
-❛♥-❡2✳ ❊♥ ❡✛❡-✱ ♣❧✉2✐❡✉02 ❛2♣❡❝-2 ♥✬♦♥- ♣❛2 8-8 ❛❜♦0❞82 ✿
✸✳✸ "#♦❜❧'♠❛*✐,✉❡/ ❛//♦❝✐1❡/ ❛✉ ❙▲❆▼ ✻✼
✕ ❧❛ ❞$%❡❝%✐♦♥ ❞❡+ ❛♠❡-+✳
✕ ❧✬❛♣♣❛-✐❡♠❡♥% ❞❡+ ❛♠❡-+✳
✕ ❧✬✐♥✐%✐❛❧✐+❛%✐♦♥ ❞❡+ ❛♠❡-+✳
❈❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡+ ♣♦✐♥%+ ❡+% ❝-✉❝✐❛❧ ♣♦✉- ❧❡ ❙▲❆▼✳ ❊♥ ❡✛❡%✱ +❛♥+ ❞$%❡❝%✐♦♥ ❞✬❛♠❡-+✱
✐❧ ❡+% ✐♠♣♦++✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛-%♦❣-❛♣❤✐❡- ✉♥ ❡♥✈✐-♦♥♥❡♠❡♥%✳ ❉❡ ♠?♠❡ +❛♥+ ✐♥✐%✐❛❧✐+❛%✐♦♥ ♦✉
❛♣♣❛-✐❡♠❡♥%✱ ❧✬❛❧❣♦-✐%❤♠❡ ♥❡ ♣♦✉--❛ ♣❛+ ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡- ❝❛- ✐❧ ♥❡ ❧♦❝❛❧✐+❡-❛ ♦✉ -❡❧♦❝❛❧✐+❡-❛
❛✉❝✉♥ ♣♦✐♥% ❞❡ -❡♣A-❡✳
✸✳✸✳✶ ❉$%❡❝%✐♦♥ ❞❡, ❛♠❡/,
▲❡ -♦❜♦% +❡ ❧♦❝❛❧✐+❡ ❞❛♥+ ✉♥❡ ❝❛-%❡✱ ❝♦♥+%✐%✉$❡ ❞✬✉♥ ❡♥+❡♠❜❧❡ ❞✬❛♠❡-+✳ ■❧ ❧❡+ ❧♦❝❛❧✐+❡♥%
♣✉✐+ ❧❡+ ✉%✐❧✐+❡♥% ♣♦✉- ❝♦--✐❣❡- +❛ ♣♦+✐%✐♦♥✳ ■❧ ❡+% ♥$❝❡++❛✐-❡ ❞❡ ❞$%❡❝%❡- ❞❡ ♠❛♥✐A-❡
✜❛❜❧❡ ❡% -♦❜✉+%❡ ❝❡+ ❛♠❡-+ ♣♦✉- +❡ -❡❧♦❝❛❧✐+❡- ❝♦--❡❝%❡♠❡♥% ❞❛♥+ ❧❛ ❝❛-%❡ -❡❝♦♥+%-✉✐%❡✳
D❧✉+✐❡✉-+ ❛❧❣♦-✐%❤♠❡+ ❞❡ ❞$%❡❝%✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥%+ ❞✬✐♥%$-?%+ ❡①✐+%❡♥%✳ ▲❡+ ♣❧✉+ ❝♦♥♥✉+ +♦♥%
❍❛--✐+ ❬✽✸❪✱ ❙❤✐ ❡% ❚♦♠❛+✐ ❬✽✹❪✱ ❋❆❙❚ ❬✽✺❪✱ ❙■❋❚ ❬✷✵❪✱ ❙❯❘❋ ❬✽✶❪✳ ❙❝❤♠✐❞% ❡! ❛❧✳ ❬✽✻❪ ♦♥%
❝♦♠♣❛-$+ ❧✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡+ ❞$%❡❝%❡✉-+ ❞❡ ♣♦✐♥%+ ❞✬✐♥%$-?% ❞❛♥+ ❧❡ ❝♦♥%❡①%❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦-✐%❤♠❡
❞❡ ❙▲❆▼✳ ❈❡%%❡ $%✉❞❡ ❛ ♠♦♥%-$ U✉❡ ❙❯❘❋ ❞♦♥♥❛✐% ❧❡+ ♠❡✐❧❧❡✉-+ -$+✉❧%❛%+ ❞❡ ❞$%❡❝%✐♦♥
❡% ❞♦♥❝ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐+❛%✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥% +♦♥ %❡♠♣+ ❞❡ %-❛✐%❡♠❡♥% ❡+% ✐♥❝♦♠♣❛%✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡
✐♠♣❧❛♥%❛%✐♦♥ ❡♠❜❛-U✉$❡ %❡♠♣+ -$❡❧✳ ❆♣-A+ ❛✈♦✐- $✈❛❧✉$ ❧❡+ ❞✐✛$-❡♥%+ ❞$%❡❝%❡✉-+ ❞❛♥+
♥♦%-❡ ❝♦♥%❡①%❡ ❬✾✹❪✱ ♥♦✉+ ❛✈♦♥+ ❝❤♦✐+✐ ❧❡ ❞$%❡❝%❡✉- ❋❆❙❚ U✉✐ ♣❡-♠❡% ✉♥❡ ❞$%❡❝%✐♦♥
-❛♣✐❞❡ ❡% ✜❛❜❧❡ ❞❡+ ❛♠❡-+ ✭✈♦✐- ❙❡❝%✐♦♥✳ ✷✳✸✳✸✳✸✮✳
✸✳✸✳✷ ❆♣♣❛/✐❡♠❡♥% ❞❡, ❛♠❡/,
❆♣-A+ ❛✈♦✐- ❞$%❡❝%$ ✉♥ ❛♠❡-✱ ✐❧ ❢❛✉% ♣♦✉✈♦✐- ❧❡ -❡❞$%❡❝%❡- ❞✉-❛♥% ❧❡ %-❛❥❡% ❞✉ -♦❜♦%✳
D♦✉- ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❧✉✐ ❛++♦❝✐❡ ✉♥ ❞❡+❝-✐♣%❡✉- U✉✐ ❡+% ❧✬$U✉✐✈❛❧❡♥% ❞✬✉♥❡ ❝❛-%❡ ❞✬✐❞❡♥%✐%$ ♣♦✉-
❧✬❛♠❡-✳
▲❛ ♣♦+✐%✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠❡- +✉- ❧✬✐♠❛❣❡ ♣❡✉%✲?%-❡ ♣-$❞✐%❡✱ ❧♦-+ ❞❡ ❧✬❛❝U✉✐+✐%✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✱ ❧❡
♠♦❜✐❧❡ ❝♦♥♥❛✐% +❛ ♣♦+✐%✐♦♥ ❣-[❝❡ \ ❧✬$%❛♣❡ ❞❡ ♣-$❞✐❝%✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉+ ✐❧ ❝♦♥♥❛✐% ❧❛ ♣♦+✐%✐♦♥ ❞❡
❧✬❛♠❡- ❞❛♥+ ❧❡ -❡♣A-❡ ❣❧♦❜❛❧✳ ■❧ ❢❛✉% ❞♦♥❝ ♣-♦❥❡%❡- ❧❛ ♣♦+✐%✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠❡- +✉- ❧✬✐♠❛❣❡ ❡♥
✉%✐❧✐+❛♥% ❧❡ ♠♦❞A❧❡ D✐♥❤♦❧❡ ✭❊U✳ ✷✳✷✵✮✳ ❈❡%%❡ ♣-♦❥❡❝%✐♦♥ ❡+% ❛++♦❝✐$❡ \ ✉♥❡ ✐♥❝❡-%✐%✉❞❡
U✉✐ ♣-❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣%❡ ❧✬✐♥❝❡-%✐%✉❞❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐+❛%✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠❡- ❡% ❝❡❧❧❡ ❞✉ -♦❜♦%✳ ❊♥✜♥✱ ♦♥
❝❤♦✐+✐% ❧❡ ♣✐①❡❧ ❝♦--❡+♣♦♥❞❛♥% \ ❧✬❛♠❡- \ ❧✬✐♥%$-✐❡✉- ❞❡ ❧✬❡❧❧✐♣+❡ ❞✬✐♥❝❡-%✐%✉❞❡ ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥%
❧❛ ❞✐+%❛♥❝❡ ❩▼❙❙❉ ♣♦♥❞$-$❡ ♣❛- ❧❡ ♣♦✐❞+ ❞❡ ❧❛ ♣-♦❥❡❝%✐♦♥ ♣♦✉- ❝❤❛U✉❡ ♣✐①❡❧ p : (px, py) ✿
Np = w(px, py) ✭✸✳✶✻✮∑
i,j
((d(i, j)−md)− (im(px + i−
des
2
, py + j −
des
2
)−mi))
2
❛✈❡❝ ✿
✸✳✸ "#♦❜❧'♠❛*✐,✉❡/ ❛//♦❝✐1❡/ ❛✉ ❙▲❆▼ ✻✽
✕ w(px, py) ❧❡ ♣♦✐❞' ❞(✜♥✐ ♣❛, ❧❛ ♣,♦❥❡❝/✐♦♥✳
✕ i ∈ [0; des− 1] ❡/ j ∈ [0; des− 1] ❛✈❡❝ des ❧❛ /❛✐❧❧❡ ❞✉ ❞❡'❝,✐♣/❡✉,✳
✕ d ❧❡ ❞❡'❝,✐♣/❡✉,✳
✕ md ❡/ mi ,❡'♣❡❝/✐✈❡♠❡♥/ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡' ♣✐①❡❧' ❞✉ ❞❡'❝,✐♣/❡✉, ❡/ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡'
♣✐①❡❧' ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡//❡ ❞❡ /❡'/✳
✕ im ❧✬✐♠❛❣❡//❡✳
❖♥ '(❧❡❝/✐♦♥♥❡ ❡♥'✉✐/❡ ❧✬♦❜'❡,✈❛/✐♦♥ pobs ❝♦♠♠❡ (/❛♥/ ❧❡ ♣✐①❡❧ ❝❛♥❞✐❞❛/ ❛②❛♥/ ❧❡ ♣❧✉'
♣❡/✐/ Np ❞❛♥' ❧✬❡❧❧✐♣'❡ ❞✬✐♥❝❡,/✐/✉❞❡ ✿ pobs = (p ∈ τ |Np = min(Npj), ∀pj ∈ τ)✳
✸✳✸✳✸ ❘❡❝❤❡&❝❤❡ ❛❝(✐✈❡
▲✬✉/✐❧✐'❛/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣,♦❥❡❝/✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❝❡,/✐/✉❞❡ ❞❡ ❧✬❛♠❡, '✉, ❧✬✐♠❛❣❡ ♣❡,♠❡/ ❞❡ ,(✲
❞✉✐,❡ ❝♦♥'✐❞(,❛❜❧❡♠❡♥/ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ,❡❝❤❡,❝❤❡ ❞❡ ❝♦,,❡'♣♦♥❞❛♥❝❡✳ ❉❡' ❝♦♥/,✐❜✉/✐♦♥' ♦♥/
(/( ♣,♦♣♦'(❡'✱ ❡♥ ♣❛,/✐❝✉❧✐❡, ♣❛, ❍❛♥❞❛ ❡! ❛❧✳ ❬✾✺❪✱ ♣♦✉, ,(❞✉✐,❡ ❡♥❝♦,❡ ❧❡' ③♦♥❡' ❞❡
,❡❝❤❡,❝❤❡'✳
▲❛ ♠✐'❡ ❡♥ ❝♦,,❡'♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡'/ ,(❛❧✐'(❡ ♣♦✉, ✉♥ ❛♠❡, ♣✉✐' ❧❡' ③♦♥❡' ❞❡ ,❡❝❤❡,❝❤❡' ❞❡'
❛✉/,❡' ❛♠❡,' '♦♥/ ♠✐'❡' F ❥♦✉, ❡♥ ✉/✐❧✐'❛♥/ ❧✬♦❜'❡,✈❛/✐♦♥ ,(❛❧✐'(❡✳ ❯♥ '②'/H♠❡ ❞✬❛,❜,❡
♣❡,♠❡/ ❞❡ ❣(,❡, ❧❡' ♣,♦❜❧H♠❡' ❞❡ ♠❛✉✈❛✐'❡' ♠✐'❡' ❡♥ ❝♦,,❡'♣♦♥❞❛♥❝❡✳ ❈❡ '②'/H♠❡
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❞❡ ❧✬❛♠❡! ❡/' (✈❛❧✉(❡ ♣♦✉! ✈(!✐✜❡! /✐ ❡❧❧❡ ❡/' ❛//❡③ !(❞✉✐'❡ ♣♦✉! ❧✬✐♥/(!❡! ❞❛♥/ ❧❛ ❝❛!'❡
❞❡ ❧✬❡♥✈✐!♦♥♥❡♠❡♥'✳
▲❡ '❡♠♣/ ❞❡ '!❛✐'❡♠❡♥' ❞❡ ❧✬('❛♣❡ ❞✬✐♥✐'✐❛❧✐/❛'✐♦♥ ❞(♣❡♥❞ ❞❡ ✿
❼ ▲❡ ♥♦♠❜!❡ ❞✬❛♠❡!/ ❡♥ ❝♦✉!/ ❞✬✐♥✐'✐❛❧✐/❛'✐♦♥✳
❼ ▲❛ '❛✐❧❧❡ ❞✉ ❞❡/❝!✐♣'❡✉!✳
❼ ▲✬✐♥❝❡!'✐'✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐/❛'✐♦♥ ❞✉ ♠♦❜✐❧❡✳
❈♦♠♠❡ ♣♦✉! ❧✬('❛♣❡ ❞❡ ♠✐/❡ ❡♥ ❝♦!!❡/♣♦♥❞❛♥❝❡ ♦✉ ❞✬❡/'✐♠❛'✐♦♥✱ ❧❡ '❡♠♣/ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
❞❡ ❝❡''❡ ('❛♣❡ ♥✬❡/' ♣❛/ ❝♦♥/'❛♥'✳ ■❧ ❞(♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬✐♥❝❡!'✐'✉❞❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐/❛'✐♦♥ ❞✉ !♦❜♦' ❡'
❞❡/ ❛♠❡!/ ❡♥ ❝♦✉!/ ❞✬✐♥✐'✐❛❧✐/❛'✐♦♥✳
✸✳✼✳✺ ❉%✜♥✐)✐♦♥ ❞❡- -❡✉✐❧-
❉❛♥/ ❧❡/ /❡❝'✐♦♥/ ♣!(❝(❞❡♥'❡/✱ ♥♦✉/ ❛✈♦♥/ ✈✉ -✉❡ ❧❡ '❡♠♣/ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❤❛-✉❡
'?❝❤❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦!✐'❤♠❡ ❞(♣❡♥❞ ❞❡ ♥♦♠❜!❡✉/❡/ ✈❛!✐❛❜❧❡/✳ A♦✉! ✐♠♣❧❛♥'❡! ❧✬❛❧❣♦!✐'❤♠❡
/✉! ✉♥ /②/'C♠❡ ❡♠❜❛!-✉(✱ ✐❧ ❡/' ✐♠♣♦!'❛♥' ❞✬♦❜'❡♥✐! ✉♥ '❡♠♣/ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝♦♥/'❛♥'✱ ♦✉
❜♦!♥(✳ A❧✉/✐❡✉!/ ♣❛!❛♠C'!❡/ ♣❡✉✈❡♥' D'!❡ ❞(✜♥✐/ ♣♦✉! ❧✐♠✐'❡! ❧❡/ ✈❛!✐❛'✐♦♥/ ❞❡ '❡♠♣/
❞❡ '!❛✐'❡♠❡♥'✳ ❖♥ ❞(✜♥✐' ✿
✕ ❧❡ ♥♦♠❜!❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬❛♠❡!/ ❞❛♥/ ❧❡ ✈❡❝'❡✉! ❞✬('❛'✱ /❛ '❛✐❧❧❡ /❡!❛ ✜①❡✳ A❛! ❝♦♥✲
/(-✉❡♥'✱ ❛✉❝✉♥❡ ❛❧❧♦❝❛'✐♦♥ ❞②♥❛♠✐-✉❡ ❞❡ ♠(♠♦✐!❡ ♥❡ /❡!❛ ♥(❝❡//❛✐!❡✱ ❧❡ ✈❡❝'❡✉!
❛✐♥/✐ -✉❡ /❛ ♠❛'!✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛!✐❛♥❝❡ /❡!♦♥' ❞(❝❧❛!(/ ❛✉ ❧❛♥❝❡♠❡♥' ❞❡ ❧✬❛❧❣♦!✐'❤♠❡✳
▲❡ '❡♠♣/ ❞❡ ❧✬('❛♣❡ ❞❡ ♣!(❞✐❝'✐♦♥ /❡!❛ ❝♦♥/'❛♥'✳
✕ ❧❡ ♥♦♠❜!❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬❛♠❡!/ ♦❜/❡!✈(/✳ ▲❡ '❡♠♣/ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬('❛♣❡ ❞✬❡/'✐♠❛'✐♦♥
/❡!❛ ❝♦♥/'❛♥' ❝❛! ❡❧❧❡ ❡/' ❝♦♥/'✐'✉(❡ ❞❡ ♠✉❧'✐♣❧✐❝❛'✐♦♥/ ♠❛'!✐❝✐❡❧❧❡/ ❞❡ '❛✐❧❧❡ ✜①❡✳
✕ ❧❡ ♥♦♠❜!❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬❛♠❡!/ ❡♥ ❝♦✉!/ ❞✬✐♥✐'✐❛❧✐/❛'✐♦♥✳ ▼❛❧❤❡✉!❡✉/❡♠❡♥'✱ ❧❡ '❡♠♣/
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ '?❝❤❡ ❞✬✐♥✐'✐❛❧✐/❛'✐♦♥ ♥❡ /❡!❛ ♣❛/ ❝♦♥/'❛♥' ❝❛! ❧✬('❛♣❡ ❞❡ ♠✐/❡ ❡♥
❝♦!!❡/♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞(♣❡♥❞!❛ '♦✉❥♦✉!/ ❞❡ ❧✬✐♥❝❡!'✐'✉❞❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐/❛'✐♦♥ ❞✉ !♦❜♦'✳
✸✳✼✳✻ ●❡-)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛4)❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐4♦♥♥❡♠❡♥)
▲❡ ✈❡❝'❡✉! ❞✬('❛' ❝♦♠♣!❡♥❞ ❞❡✉① '②♣❡/ ❞✬❛♠❡!/✱ ❝❡✉① ❞♦♥' ❧✬✐♥✐'✐❛❧✐/❛'✐♦♥ ❛ ('( !(❛❧✲
✐/(❡ !(❝❡♠♠❡♥' ❡' ❝❡✉① -✉✐ ♦♥' ❞(❥2 ('( /✉✐✈✐/ ❞❡♣✉✐/ ♣❧✉/✐❡✉!/ ('❛♣❡/✳ A♦✉! ❝♦♥/❡!✈❡!
❧❛ '❛✐❧❧❡ ❞✉ ✈❡❝'❡✉! ❞✬('❛' ❝♦♥/'❛♥'❡✱ ✐❧ ❡/' ♦❜❧✐❣❛'♦✐!❡ ❞❡ /✉♣♣!✐♠❡! ❝❡!'❛✐♥/ ❛♠❡!/ ❞❡
❧❛ ❝❛!'❡ ❧♦!/ ❞❡ ❧✬✐♥/❡!'✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉①✳
❆✉❛' ❈❤❡❡✐♥ ❡' ❈❛!❡❧❧✐ ❬✾✽❪ ♣!♦♣♦/❡♥' ✉♥❡ ♠('❤♦❞❡ ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉! /(❧❡❝'✐♦♥♥❡! ❧❡/ ❛♠❡!/
✉'✐❧✐/(/ ♣❛! ❧❛ '?❝❤❡ ❞✬❡/'✐♠❛'✐♦♥✳ ■❧/ ❜❛/❡♥' ❧❡✉! ❝❤♦✐① /✉! ❧✬(✈❛❧✉❛'✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡
❞✬✉♥❡ ♦❜/❡!✈❛'✐♦♥ /✉! ❧❛ ❝♦♥✈❡!❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛'!✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛!✐❛♥❝❡ ❞✉ ✈❡❝'❡✉! ❞✬('❛'✳ ▲❛
♠('❤♦❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧✬♦❜/❡!✈❛'✐♦♥ ❝♦!!❡/♣♦♥❞❛♥'❡ 2 ❝❤❛-✉❡ ❛♠❡! ♣!(/❡♥' ❞❛♥/ ❧❡ ✈❡❝'❡✉!
❞✬('❛' ♣✉✐/ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥' (I − KkHk) ❞❡/ (-✉❛'✐♦♥/ ❞✉ ✜❧'!❡ ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ ✭❊-✳ ✸✳✶✺✮✳
❙✬❛❣✐//❛♥' ❞✬✉♥❡ ✐♠♣❧❛♥'❛'✐♦♥ ❡♠❜❛!-✉(❡✱ ♥♦✉/ ♥❡ ♣♦✉!!♦♥/ ♣❛/ ♠❡''!❡ ❡♥ Y✉✈!❡ ❝❡''❡
♠('❤♦❞❡ ❡①❛❝'❡♠❡♥' ❝♦♠♠❡ ♣!♦♣♦/(❡ ♣❛! ❬✾✽❪ ❡♥ !❛✐/♦♥ ❞❡/ ❝♦♥'!❛✐♥'❡/ ❞❡ '❡♠♣/ ❞❡
✸✳✼ ❆♥❛❧②(❡ *❡♠♣♦.❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦.✐*❤♠❡ ✼✽
❝❛❧❝✉❧✳
◆♦✉' ❛✈♦♥' ❝❤♦✐'✐ ❞✬❛❥♦✉/❡1 ❞❡' ❛♠❡1'✱ '✉1 ❧❛ ❜❛'❡ ❞❡ ❧✬5/❛♣❡ ❞✬❡'/✐♠❛/✐♦♥ ♣15❝5❞❡♥/❡✱
❡♥ '5❧❡❝/✐♦♥♥❛♥/ ❧❡' ♦❜'❡1✈❛/✐♦♥' 7✉✐ ♦♥/ ❡✉ ❧❛ ♣❧✉' ❣1❛♥❞❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ '✉1 ❧❛ ❝♦♥✈❡1❣❡♥❝❡
❞❡ ❧❛ ♠❛/1✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛1✐❛♥❝❡ ❞✉ ✈❡❝/❡✉1 ❞✬5/❛/✳ ❆ ❧✬✐♥'/❛♥/ ❦✱ ♥♦✉' '5❧❡❝/✐♦♥♥♦♥' ❡♥
♣1✐♦1✐/5 ❧❡' ❛♠❡1' 7✉✐ ♦♥/ ❡✉ ❧❛ ♣❧✉' ♣❡/✐/❡ ✈❛❧❡✉1 (I − Kk−1Hk−1)✳ ❉❡ ♣❧✉'✱ ♥♦✉'
❛❥♦✉/♦♥' ❧❛ ♣♦''✐❜✐❧✐/5 ♣♦✉1 ❧✬❛❧❣♦1✐/❤♠❡ ❞❡ ❝❤♦✐'✐1 ❡♥ ♣1✐♦1✐/5 ❧❡' ❛♠❡1' ❛②❛♥/ ❡✉ ✉♥❡
✐♥✐/✐❛❧✐'❛/✐♦♥ /1>' 15❝❡♥/❡ ♣♦✉1 ❛♠5❧✐♦1❡1 ❧❡✉1 ❧♦❝❛❧✐'❛/✐♦♥✳
✸✳✼✳✼ ❉$✜♥✐(✐♦♥ ❞❡, ❜❧♦❝, ❢♦♥❝(✐♦♥♥❡❧,
❚♦✉/❡' ❧❡' /@❝❤❡' ❞5✜♥✐❡' ♣15❝5❞❡♠♠❡♥/ ♥✬♦♥/ ♣❛' ✉♥ /❡♠♣' ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝♦♥'/❛♥/✱ ❧❡
/❡♠♣' ❞5♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬❡①♣51✐♠❡♥/❛/✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡/✱ ❧✬✐♥❝❡1/✐/✉❞❡ ❞✉ 1♦❜♦/ ♦✉ ❝❡❧❧❡ ❞❡' ❛♠❡1'
♥❡ ♣❡✉/ ♣❛' E/1❡ ❜♦1♥5❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥/✳ ❖♥ ❞5✜♥✐/ ❞❡' ❜❧♦❝' ❢♦♥❝/✐♦♥♥❡❧' ✭❇❋✮ ❛②❛♥/ ✉♥
/❡♠♣' ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✜①❡ ♣♦✉1 ♣♦✉✈♦✐1 ✐❞❡♥/✐✜❡1 ❧❡' ❜❧♦❝' ♥5❝❡''✐/❛♥/' ❞❡' 1❡''♦✉1❝❡' ✐♠♣♦1✲
/❛♥/❡'✳ ▲❡ /❡♠♣' ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ ❜❧♦❝ ❡'/ ❝♦♥'/❛♥/✱ ✐❧ ♥❡ ❞5♣❡♥❞ ♣❛' ❞❡ ❧✬❡①♣51✐♠❡♥/❛/✐♦♥✳
❈❡♣❡♥❞❛♥/✱ ❧❡ ♥♦♠❜1❡ ❞✬✐/51❛/✐♦♥' ❞❡ ❝❡1/❛✐♥' ❜❧♦❝' ✭✸✱✹✱✺✱✻✱✼✱✽ ❡/ ✾✮ ❞5♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬❡①♣51✐✲
♠❡♥/❛/✐♦♥✳ ❆ ♣❛1/✐1 ❞❡ ❧✬❛❧❣♦1✐/❤♠❡ ✸✳✶✱ ♦♥ ❞5✜♥✐/ ♥❡✉❢ ❜❧♦❝' ❡①♣❧✐❝✐/5' ❞❛♥' ❧❛ /❛❜❧❡
✸✳✶ ✿
❇❧♦❝$ ❋♦♥❝'✐♦♥♥❡❧$ ✭❇❋✮ ❉❡$❝-✐♣'✐♦♥ ▲✐❣♥❡$
✶✳ 3-4❞✐❝'✐♦♥ ▲✬4'❛♣❡ ❞❡ ♣-4❞✐❝'✐♦♥ ✼ 9 ✾
✷✳ ❋❆❙❚ ▲❛ ❞4'❡❝'✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥'$ ❞✬✐♥'4-?' ✶✶
✸✳ 3-♦❥❡❝'✐♦♥ ▲❛ ♣-♦❥❡❝'✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛♠❡- $✉- ❧✬✐♠❛❣❡ ✶✹
✹✳ ❩▼❙❙❉✲▼ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦--❡❧❛'✐♦♥ ❡♥'-❡ ❞❡✉① ✐♠❛❣❡''❡$ ❧♦-$ ❞❡
❧❛ ♠✐$❡ ❡♥ ❝♦--❡$♣♦♥❞❛♥❝❡
✶✻
✺✳ Hi ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ Hi ✶✾
✻✳ ❊$'✐♠❛'✐♦♥ ▲❡$ 4L✉❛'✐♦♥$ ❞❡ ❧✬4'❛♣❡ ❞✬❡$'✐♠❛'✐♦♥ ❞✉ ✜❧'-❡ ❞❡
❑❛❧♠❛♥
✷✸ 9 ✷✻
✼✳ ❩▼❙❙❉✲■ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦--❡❧❛'✐♦♥ ❡♥'-❡ ❞❡✉① ✐♠❛❣❡''❡$ ❧♦-$ ❞❡
❧✬✐♥✐'✐❛❧✐$❛'✐♦♥
✷✾
✽✳ ▼✐$❡ 9 ❥♦✉- ❞❡$ ♣♦✐❞$ ▲❛ ♠✐$❡ 9 ❥♦✉- ❞❡$ ♣♦✐❞$ ❞❡$ ♣❛-'✐❝✉❧❡$ ❧♦-$ ❞❡
❧✬✐♥✐'✐❛❧✐$❛'✐♦♥
✸✵✱ ✸✶
✾✳ ❆❥♦✉' ❞✬✉♥ ❛♠❡- ▲✬❛❥♦✉' ❞✬✉♥ ❛♠❡- ♣♦✉- ❧✬✐♥✐'✐❛❧✐$❡- ✸✾
❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ❉!✜♥✐%✐♦♥ ❞❡) ❜❧♦❝) ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡❧)
❈❤❛7✉❡ ❜❧♦❝ ❢♦♥❝/✐♦♥♥❡❧ ❛ ✉♥ /❡♠♣' ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝♦♥'/❛♥/ ♠❛✐' ♣❡✉/ E/1❡ 5①❡❝✉/5 ♣❧✉'
❞✬✉♥❡ ❢♦✐' ❧♦1' ❞✬✉♥❡ 5/❛♣❡ ❞❡ ♠✐'❡ X ❥♦✉1 ♦✉ ❞❡ ♣15❞✐❝/✐♦♥✳
✸✳✼✳✽ ❚❡♠♣, ❞✬❡①❡❝✉(✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧
Y♦✉1 ❡✛❡❝/✉❡1 ✉♥❡ ♣1❡♠✐>1❡ 5✈❛❧✉❛/✐♦♥ ❞✉ /❡♠♣' ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦1✐/❤♠❡✱ ❝❡ ❞❡1♥✐❡1
❡'/ ✐♠♣❧❛♥/5 '57✉❡♥/✐❡❧❧❡♠❡♥/ '✉1 ❧❡ ♣1♦❝❡''❡✉1 ❖▼❆Y✸✺✸✵ ❝❛❞❡♥❝5 X ✺✵✵ ▼❍③ ✭❛✉❝✉♥❡
♦♣/✐♠✐'❛/✐♦♥ ♥✬❡'/ 15❛❧✐'5❡✮✳ ❉❡ ♣❧✉'✱ ♥♦✉' ❛✈♦♥' ❝❤♦✐'✐ ❞✬✉/✐❧✐'❡1 ❧❡ ♥♦♠❜1❡ ♠❛①✐♠✉♠
320×240
16×16
✸✳✼ ❆♥❛❧②(❡ *❡♠♣♦.❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦.✐*❤♠❡ ✽✵
❇❧♦❝$ ❋♦♥❝'✐♦♥♥❡❧$
✭❇❋✮
❚❡♠♣$ ❞✬❡①❡❝✉'✐♦♥
♣❛4 ✐'54❛'✐♦♥ ✭µs✮
◆♦♠❜4❡ ♠♦②❡♥
❞✬♦❝❝✉4❡♥❝❡ ♣❛4
♠✐$❡ 9 ❥♦✉4
❚❡♠♣$ ♠♦②❡♥
❞✬❡①❡❝✉'✐♦♥ ✭µs✮
✷✳ ❋❆❙❚ ✸✹✵✵ ✶ ✸✹✵✵
✸✳ C4♦❥❡❝'✐♦♥ ✾ ✶✾ ✶✽✵
✹✳ ❩▼❙❙❉✲▼ ✶✶✳✷✾ ✷✸✸ ✷✻✸✵
✺✳ Hi ✶✹✳✺ ✹✳✺ ✻✻
✻✳ ❊$'✐♠❛'✐♦♥ ✽✽✽✹✺ ✵✳✽ ✼✵✺✻✽
✼✳ ❩▼❙❙❉✲■ ✶✶✳✷✾ ✶✷✸ ✶✸✽✽
✽✳ ▼✐2❡ 4 ❥♦✉8 ♣♦✐❞2 ✻✸✽ ✹✳✵ ✷✺✽✻
✾✳ ❆❥♦✉< ❞✬✉♥❡ ❛♠❡8 ✶✵✸ ✵✳✶✽ ✶✽
❚❛❜❧❡ ✸✳✷✿ ❚❡♠♣$ ❞✬❡①❡❝✉*✐♦♥ ❞❡$ ❜❧♦❝$ ❢♦♥❝*✐♦♥♥❡❧$ $✉1 ❧❡ ♣1♦❝❡$$❡✉1 ❈♦1*❡① ❆✽ ✭✺✵✵ ▼❤③✮✱ ✐♠❛❣❡ ✸✷✵×✷✹✵
♣✐①❡❧$✱ ✷✺ ❛♠❡1$
❚♦✉# ❞✬❛❜♦(❞✱ ♥♦✉+ ♣♦✉✈♦♥+ ❛♥❛❧②+❡( ❧❡ #❡♠♣+ ❞✬❡①3❝✉#✐♦♥ ❞❡+ ✽ ❜❧♦❝+ ❞❡ ❧✬3#❛♣❡ ❞❡
♠✐+❡ 7 ❥♦✉( ♣(3❝3❞❡♠♠❡♥# ❞3✜♥✐+✳ ▲❡ #❡♠♣+ ❞❡ #(❛✐#❡♠❡♥# ❡+# ❝❛❧❝✉❧3 ❡♥ ✉#✐❧✐+❛♥# ❧❡
#✐♠❡( ♣♦+✐① ❢♦✉(♥✐ ♣❛( ❧❡ +②+#=♠❡ ❞✬❡①♣❧♦✐#❛#✐♦♥✳ ▲❡ #❛❜❧❡❛✉ ✸✳✷ (3+✉♠❡✱ ❧❡ #❡♠♣+ ❞❡
#(❛✐#❡♠❡♥# ♣❛( ✐#3(❛#✐♦♥✱ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ ♥♦♠❜(❡ ❞✬✐#3(❛#✐♦♥+ ❡# ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ #❡♠♣+
❞❡ #(❛✐#❡♠❡♥# ♣❛( 3#❛♣❡ ❞❡ ❝♦((❡❝#✐♦♥ ♣♦✉( ❧❡ ❈♦(#❡① ❆✽ ❝❛❞❡♥❝3 7 ✺✵✵▼❤③✳
▲❡ #❡♠♣+ ❞❡ #(❛✐#❡♠❡♥# ♠♦②❡♥ ❡+# ❞✬❡♥✈✐(♦♥ ✽✵✳✽♠+✱ ❝❡ G✉✐ ❝♦((❡+♣♦♥❞ 7 ❧❛ +♦♠♠❡
❞❡ #♦✉+ ❧❡+ #❡♠♣+ ❞❡ #(❛✐#❡♠❡♥# ✿ ♣(3❞✐❝#✐♦♥ ✭❇❋✶✮ ❡# ♠✐+❡ 7 ❥♦✉( ✭❇❋✷ 7 ❇❋✾✮✳ ▲❡
#❡♠♣+ ❞❡ #(❛✐#❡♠❡♥# ❞❡ ❧❛ #O❝❤❡ ❞✬❡+#✐♠❛#✐♦♥ ✭❇❋✻✮ ❡+# ❞✬❡♥✈✐(♦♥ ✼✵✳✺♠+✱ ✐❧ (❡♣(3+❡♥#❡
❡♥✈✐(♦♥ ✽✼✪ ❞✉ #❡♠♣+ ❞❡ #(❛✐#❡♠❡♥# ❣❧♦❜❛❧✳ ▲❡ ❞3#❡❝#❡✉( ❋❆❙❚ ✭❇❋✷✮ ♣(❡♥❞ ✸✳✹♠+
G✉❛♥# 7 ❩▼❙❙❉✲▼ ✭❇❋✹✮✱ ✐❧ ♣(❡♥❞ ✷✳✻✸♠+✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ #O❝❤❡ ❞✬✐♥✐#✐❛❧✐+❛#✐♦♥ ✭❇❋✼✱ ❇❋✽
❡# ❇❋✾✮ ♣(❡♥❞ ✸✳✾♠+✳ ❈❡+ ✻ ❇❋+ (❡♣(3+❡♥#❡♥# ✾✾✱✻✪ ❞✉ #❡♠♣+ ❞❡ #(❛✐#❡♠❡♥# ❣❧♦❜❛❧✳
❈♦"#❡① ❆✾ Z♦✉( 3#✉❞✐❡( ❧❡+ #❡♠♣+ ❞❡ #(❛✐#❡♠❡♥# ❞✉ ❈♦(#❡① ❆✾✱ ♦♥ ❝❤♦✐+✐# ❞❡+ ♣❛(❛♠=#(❡+
♣❧✉+ ✐♠♣♦(#❛♥#+ ❝❛( ✐❧ ❞✐+♣♦+❡ ❞❡ ♣❧✉+ ❞❡ ♣✉✐++❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ▲❡+ ♣❛(❛♠=#(❡+ ❝❤♦✐+✐+
+♦♥# ✿
✕ ▲❛ #❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ 7 640×480 ♣✐①❡❧+✳
✕ ▲❛ #❛✐❧❧❡ ❞✉ ❞❡+❝(✐♣#❡✉( 7 16×16 ♣✐①❡❧+✳
✕ ▲❡ ♥♦♠❜(❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬❛♠❡(+ ❞❛♥+ ❧❡ ✈❡❝#❡✉( ❞✬3#❛# ✿ ✺✵✳
✕ ▲❡ ♥♦♠❜(❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬♦❜+❡(✈❛#✐♦♥ ✿ ✺✵✳
✕ ▲❡ ♥♦♠❜(❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬❛♠❡(+ ❡♥ ❝♦✉(+ ❞✬✐♥✐#✐❛❧✐+❛#✐♦♥ ✿ ✺✵✳
▲❛ ♣(3❞✐❝#✐♦♥ ✭❇❋✶✮ +✬❡①3❝✉#❡ ❡♥ ✵✳✵✷✻ ♠+✳ ▲❡ #❛❜❧❡❛✉ ✸✳✸ (3+✉♠❡✱ ♣♦✉( ❧❡+ ❇❋+✱
❧❡ #❡♠♣+ ❞❡ #(❛✐#❡♠❡♥# ♣❛( ✐#3(❛#✐♦♥✱ ❧❡ ♥♦♠❜(❡ ♠♦②❡♥ ❞✬♦❝❝✉((❡♥❝❡+ ❡# ❧❡ #❡♠♣+ ❞❡
#(❛✐#❡♠❡♥# ♠♦②❡♥ ♣❛( ♣(♦❝❡++✉+ ❞❡ ♠✐+❡ 7 ❥♦✉(✳ ▲❡ #❡♠♣+ ❞❡ #(❛✐#❡♠❡♥# ♠♦②❡♥ ♣❛(
✐♠❛❣❡ ❡+# ❞✬❡♥✈✐(♦♥ ✻✺✱✾✵ ♠+✳ ▲❡ #❡♠♣+ ❞❡ #(❛✐#❡♠❡♥# ❞❡ ❧❛ #O❝❤❡ ❞✬❡+#✐♠❛#✐♦♥ ✭❇❋✻✮
❡+# ❞✬❡♥✈✐(♦♥ ✺✺✱✶ ♠+✳ ■❧ (❡♣(3+❡♥#❡ ❡♥✈✐(♦♥ ✽✸✪ ❞✉ #❡♠♣+ ❞❡ #(❛✐#❡♠❡♥# ❣❧♦❜❛❧✳ ▲❡
❞3#❡❝#❡✉( ❋❆❙❚ ✭❇❋✷✮ +✬❡①3❝✉#❡ ❡♥ ✻✱✺ ♠+✳ ▲❡ ❜❧♦❝ ❩▼❙❙❉✲▼ ✭❇❋✹✮ ♣(❡♥❞ ✸✱✷✸ ♠+
♣❛( ❡+#✐♠❛#✐♦♥✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡+ #O❝❤❡+ ❞✬✐♥✐#✐❛❧✐+❛#✐♦♥ ✭❇❋✼ 7 ❇❋✾✮ ♣(❡♥♥❡♥# ✵✱✽ ♠+✳ ❈❡+
✸✳✼ ❆♥❛❧②(❡ *❡♠♣♦.❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦.✐*❤♠❡ ✽✶
❇❧♦❝$ ❋♦♥❝'✐♦♥♥❡❧$
✭❇❋✮
❚❡♠♣$ ❞✬❡①❡❝✉'✐♦♥
♣❛4 ✐'54❛'✐♦♥ ✭µs✮
◆♦♠❜4❡ ♠♦②❡♥
❞✬♦❝❝✉4❡♥❝❡ ♣❛4
❡$'✐♠❛'✐♦♥
❚❡♠♣$ ♠♦②❡♥
❞✬❡①❡❝✉'✐♦♥ ✭µs✮
✷✳ ❋❆❙❚ ✻✺✽✶ ✶ ✻✺✽✶
✸✳ B4♦❥❡❝'✐♦♥ ✶✳✸✼ ✹✵✳✾ ✺✻✳✵✸
✹✳ ❩▼❙❙❉✲▼ ✸✳✹✻ ✾✸✸✳✼ ✸✷✸✵✳✻✵
✺✳ Hi ✸✳✹✷ ✶✺✳✽✻ ✺✹✳✷✹
✻✳ ❊$'✐♠❛'✐♦♥ ✻✶✸✶✼ ✵✳✾✵ ✺✺✶✽✺✳✸✵
✼✳ ❩▼❙❙❉✲■ ✸✳✹✻ ✶✺✽✳✵✸ ✺✹✻✳✼✽
✽✳ ▼✐$❡ N ❥♦✉4 ♣♦✐❞$ ✹✼✳✶✸ ✺✳✵✼ ✷✸✽✳✾✹
✾✳ ❆❥♦✉' ❞✬✉♥❡ ❛♠❡4 ✸✷✳✶✽ ✵✳✷✻ ✽✳✸✻
❚❛❜❧❡ ✸✳✸✿ ❚❡♠♣$ ❞✬❡①❡❝✉*✐♦♥ ❞❡$ ❜❧♦❝$ ❢♦♥❝*✐♦♥♥❡❧$ $✉1 ❧❡ ♣1♦❝❡$$❡✉1 ❈♦1*❡① ❆✾ ✭✶ ●❤③✮✱ ✐♠❛❣❡ ✻✹✵×✹✽✵
♣✐①❡❧$✱ ✺✵ ❛♠❡1$
✭❛✮ ❘!♣❛$%✐%✐♦♥ ❞❡+ %❡♠♣+ ❞✬!①❡❝✉%✐♦♥ ♣♦✉$ ❧❡ ❈♦$%❡① ❆✽✭❜✮ ❘!♣❛$%✐%✐♦♥ ❞❡+ %❡♠♣+ ❞✬!①❡❝✉%✐♦♥ ♣♦✉$ ❧❡ ❈♦$%❡① ❆✾
❋✐❣✉,❡ ✸✳✻✿ ❈♦♠♣❛1❛✐$♦♥ ❞❡ ❧❛ 1C♣❛1*✐*✐♦♥ ❞❡$ *❡♠♣$ ❞✬C①C❝✉*✐♦♥
❜❧♦❝$ ✭✷✱ ✹✱ ✻ ❡+ ✼✮ .❡♣.0$❡♥+❡♥+ ✾✽✱✻✪ ❞✉ +❡♠♣$ ❞❡ +.❛✐+❡♠❡♥+ ❣❧♦❜❛❧✳
❈♦♠♣❛'❛✐)♦♥ ▲❛ ✜❣✉.❡ ✸✳✻ .❡♣.0$❡♥+❡ ❧❛ .0♣❛.+✐+✐♦♥ ❞❡$ +❡♠♣$ ❞✬❡①0❝✉+✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛B✉❡
✐♠♣❧❛♥+❛+✐♦♥ $✉. ❧❡$ ❞❡✉① ❛.❝❤✐+❡❝+✉.❡$ ❡+ ❧❡$ ♣❛.❛♠0+.✐$❛+✐♦♥$ ❝♦..❡$♣♦♥❞❛♥+❡$✳ ▲❛ ♣.❡✲
♠✐D.❡ ❝♦♥$+❛+❛+✐♦♥ ❡$+ B✉❡ ❧❛ +E❝❤❡ ❞✬❡$+✐♠❛+✐♦♥ ❝♦♥$♦♠♠❡ 0♥♦.♠0♠❡♥+ ❞❡ .❡$$♦✉.❝❡$
$✉. ❧❡$ ❞❡✉① ❛.❝❤✐+❡❝+✉.❡$✳ ❉❡✉① +E❝❤❡$ ❛♥♥❡①❡$ .❡♣.0$❡♥+❡♥+ ❛✉$$✐ ✉♥❡ ❝♦♥$♦♠♠❛+✐♦♥
✐♠♣♦.+❛♥+❡ ✿ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦..0❧❛+✐♦♥ ❩▼❙❙❉ ❡+ ❧❛ ❞0+❡❝+✐♦♥ ❞❡$ ♣♦✐♥+$ ❞✬✐♥+0.K+$
✭❋❆❙❚✮✳ ▲❛ .0♣❛.+✐+✐♦♥ ❞❡$ +❡♠♣$ ❡$+ +.D$ $✐♠✐❧❛✐.❡ $✉. ❧❡$ ❞❡✉① ❛.❝❤✐+❡❝+✉.❡$✳ ▲❛ $❡✉❧❡
❞✐✛0.❡♥❝❡ ♠❛❥❡✉.❡ ❝♦♥❝❡.♥❡ ❧❛ ♠✐$❡ Q ❥♦✉. ❞❡$ ♣♦✐❞$ ❧♦.$ ❞❡ ❧✬0+❛♣❡ ❞✬✐♥✐+✐❛❧✐$❛+✐♦♥ ❞❡$
❛♠❡.$✳ ❊♥ ❝♦♠♣❛.❛✐$♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡$ +❡♠♣$ ❞❡ +.❛✐+❡♠❡♥+ ❞✉ ❈♦.+❡① ❆✽✱ Q ❢.0B✉❡♥❝❡ 0❣❛❧❡✱
❧✬❛.❝❤✐+❡❝+✉.❡ ❞✉ ❈♦.+❡① ❆✾ ❛ ❞❡$ .0$✉❧+❛+$ $✐❣♥✐✜❝❛+✐✈❡♠❡♥+ ♠❡✐❧❧❡✉.$✳ ❊♥ ❡✛❡+ ❧❡ ❈♦.✲
+❡① ❆✽ ❡$+ ♣0♥❛❧✐$0 ♣❛. ❧✬❛❜$❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✉♥✐+0 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡$ ♥♦♠❜.❡$ ✢♦++❛♥+$✳ ❈❡++❡
✉♥✐+0 ❡$+ ♣.0$❡♥+❡ ♣♦✉. ❧❡ ❈♦.+❡① ❆✾✳ W❛. ❝♦♥$0B✉❡♥❝❡✱ ❧❛ ♠✐$❡ Q ❥♦✉. ❞❡$ ♣♦✐❞$ ❡$+
.0❛❧✐$0❡ +.D$ .❛♣✐❞❡♠❡♥+ $✉. ❧❡ ❈♦.+❡① ❆✾ ❣.E❝❡ Q ❧✬✉♥✐+0 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✢♦++❛♥+❡✱ ❝♦♥+.❛✐.❡✲
♠❡♥+ ❛✉ ❈♦.+❡① ❆✽✳
W♦✉. ❞0✜♥✐. ✉♥❡ ✐♠♣❧❛♥+❛+✐♦♥ ❛❞0B✉❛+❡✱ ♥♦✉$ ♥♦✉$ $♦♠♠❡$ ❝♦♥❝❡♥+.0$ $✉. ✉♥❡ ♦♣+✐♠✐✲
$❛+✐♦♥ ❞❡ ❝❡$ ❇❋$ ♣♦✉. ❛♠0❧✐♦.❡. ❧❡ +❡♠♣$ ❞❡ +.❛✐+❡♠❡♥+ ❣❧♦❜❛❧✳
✸✳✽ ■♠♣❧❛♥)❛)✐♦♥ ♦♣)✐♠✐,-❡ ,✉0 ✉♥❡ ❛0❝❤✐)❡❝)✉0❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✈❡❝)♦0✐❡❧❧❡ ✽✷
✳
❋✐❣✉$❡ ✸✳✼✿ ❚!❛✐$❡♠❡♥$ ❞❡) ❞♦♥♥+❡) ♣❛! ❧❡ ❝♦♣!♦❝❡))❡✉! ✈❡❝$♦!✐❡❧ ◆❊❖◆
✸✳✽ ■♠♣❧❛♥)❛)✐♦♥ ♦♣)✐♠✐,-❡ ,✉0 ✉♥❡ ❛0❝❤✐)❡❝)✉0❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✈❡❝✲
)♦0✐❡❧❧❡
✸✳✽✳✶ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ✈❡❝+♦-✐❡❧ ❡♠❜❛-1✉2
▲❡ ❙■▼❉ ✭❙✐♥❣❧❡ ■♥+,-✉❝,✐♦♥ ♦♥ ▼✉❧,✐♣❧❡ ❉❛,❛✮ ❞5+✐❣♥❡ ✉♥ ♠♦❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝,✐♦♥♥❡♠❡♥,
❞❡+ ♦-❞✐♥❛,❡✉-+ ❞♦,5+ ❞❡ ♣❧✉+✐❡✉-+ ✉♥✐,5+ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❢♦♥❝,✐♦♥♥❛♥, ❡♥ ♣❛-❛❧❧8❧❡✳ ❈❡+ ✉♥✐,5+
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛♣♣❧✐;✉❡♥, ❧❛ ♠<♠❡ ✐♥+,-✉❝,✐♦♥ = ♣❧✉+✐❡✉-+ ❞♦♥♥5❡+ ❞✐✛5-❡♥,❡+ ♣♦✉- ♣-♦❞✉✐-❡
♣❧✉+✐❡✉-+ -5+✉❧,❛,+✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥,✱ ❛✉❥♦✉-❞✬❤✉✐✱ ❧❡+ ❝❛❧❝✉❧+ ✈❡❝,♦-✐❡❧+ +♦♥, ❡♥❝♦-❡ ♣❡✉ ❞5✲
✈❡❧♦♣♣5+ +✉- ❧❡+ ♣-♦❝❡++❡✉-+ ❡♠❜❛-;✉5+ ❛❧♦-+ ;✉❡ ❝❡ ,②♣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛ ❞5♠♦♥,-5 +❛ ,-8+
❣-❛♥❞❡ ❡✣❝❛❝✐,5 ❧♦-+ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧+ -5❣✉❧✐❡-+ +✉- ❞❡+ ♦-❞✐♥❛,❡✉-+✱ ♣❛- ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉- ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
♠❛,-✐❝✐❡❧ ♦✉ ❝❡-,❛✐♥+ ❛❧❣♦-✐,❤♠❡+ ❞❡ ,-❛✐,❡♠❡♥,+ ❞✬✐♠❛❣❡+✳
◆♦+ ❞❡✉① +②+,8♠❡+ +♦♥, ❜❛+5+ +✉- ❞❡+ ❛-❝❤✐,❡❝,✉-❡+ ❞❡ ,②♣❡+ ❖▼❆L ✭❖▼❆L✸✺✸✵✱
❖▼❆L✹✹✸✵✮✱ ❝❡+ ❞❡✉① ❛-❝❤✐,❡❝,✉-❡+ ♣♦++8❞❡♥, ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉+✐❡✉-+ ✉♥✐,5+ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✈❡❝,♦✲
-✐❡❧ ❛++♦❝✐5❡+ ❛✉ ♣-♦❝❡++❡✉-✳ ❈❡,,❡ ✉♥✐,5✱ ❛♣♣❡❧❧5❡ ◆❊❖◆✱ ♣❡-♠❡, ❧✬❡①5❝✉,✐♦♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
✈❡❝,♦-✐❡❧ ❞❡ ♠❛♥✐8-❡ +✐♠✐❧❛✐-❡ ❛✉① ✐♥+,-✉❝,✐♦♥+ ❙❙❊ ✭❙,-❡❛♠✐♥❣ ❙■▼❉ ❊①,❡♥+✐♦♥+✮ ♣♦✉-
❧❡+ ♣-♦❝❡++❡✉-+ ❞❡ ,②♣❡ ❳✽✻✳
◆❊❖◆ ♣♦++8❞❡ ❞❡✉① ♦♣5-❛,❡✉-+ ✢♦,,❛♥,+✱ ✉♥ ♦♣5-❛,❡✉- ❡♥,✐❡- ❡, ✉♥ ♦♣5-❛,❡✉- ✶✷✽❜✐,+
❞5❞✐5 ❛✉① ❝❤❛-❣❡♠❡♥,+ ❡, = ❧❛ +❛✉✈❡❣❛-❞❡ ❞❡+ ❞♦♥♥5❡+✳ ▲❡ ❝♦♣-♦❝❡++❡✉- ◆❊❖◆ ❡+, ♦♣✲
,✐♠✐+5 ♣♦✉- ❡✛❡❝,✉❡- ❞❡+ ✐♥+,-✉❝,✐♦♥+ ,②♣❡ ❙■▼❉ ✭❙✐♥❣❧❡ ■♥+,-✉❝,✐♦♥ ▼✉❧,✐♣❧❡ ❉❛,❛✮✳
■❧ -5❛❧✐+❡ +✐♠✉❧,❛♥5♠❡♥, ❧❡ ♠<♠❡ ❝❛❧❝✉❧ +✉- ❞❡+ ❞♦♥♥5❡+ ❞✐✛5-❡♥,❡+ ✭❋✐❣✉-❡ ✸✳✼✮✳ ▲❡
,②♣❡ ❞✬♦♣5-❛,✐♦♥+ -5❛❧✐+5❡+ +✐♠✉❧,❛♥5♠❡♥, ❞5♣❡♥❞ ❞✉ ,②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥5❡+ ,-❛✐,5❡+✳ ▲❡+
♦♣5-❛,✐♦♥+ +♦♥, -5❛❧✐+5❡+ +✉- ❞❡+ ✈❡❝,❡✉-+ ❝♦♠♣♦+5+ ❞✬5❧5♠❡♥,+ ❞✬✉♥ ♠<♠❡ ,②♣❡ ✿ ❡♥✲
,✐❡-✴✢♦,,❛♥,✱ +✐❣♥5✴♥♦♥ +✐❣♥5✱ ✽✲❜✐,+✱ ✶✻✲❜✐,+✱ ✸✷✲❜✐,+ ♦✉ ✻✹✲❜✐,+✳
✸✳✽✳✷ ❆❞❛♣+❛+✐♦♥ 8 ♥♦+-❡ ❛❧❣♦-✐+❤♠❡
❉❛♥+ ❧✬❛❧❣♦-✐,❤♠❡ ✸✳✶✱ ❧❡+ ❜❧♦❝+ ❢♦♥❝,✐♦♥♥❡❧+ ♥5❝❡++✐,❛♥, ❞❡+ -❡++♦✉-❝❡+ ✐♠♣♦-,❛♥,❡+
+♦♥, ✿ ❧❡ ❜❧♦❝ ❞✬❡+,✐♠❛,✐♦♥ ✭❇❋✻✮✱ ❞✬✐♥✐,✐❛❧✐+❛,✐♦♥ ✭❇❋✼✱ ❇❋✽ ❡, ❇❋✾✮✱ ❞❡ ❞5,❡❝,✐♦♥ ❞❡
♣-✐♠✐,✐✈❡+ ✭❇❋✷✮ ❡, ❞❡ ❝♦--5❧❛,✐♦♥ ❩▼❙❙❉ ✭❇❋✹✮✳
▲❡ ❞5,❡❝,❡✉- ❋❆❙❚ ❡+, ❞5❥= ♦♣,✐♠✐+5 ❣-`❝❡ = ✉♥❡ ♠5,❤♦❞❡ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛-♥✐♥❣ ❬✽✺❪✳
✸✳✽ ■♠♣❧❛♥)❛)✐♦♥ ♦♣)✐♠✐,-❡ ,✉0 ✉♥❡ ❛0❝❤✐)❡❝)✉0❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✈❡❝)♦0✐❡❧❧❡ ✽✸
❉❡ ♣❧✉%✱ ❝❡( ❛❧❣♦,✐(❤♠❡ ❛ ❞1❥3 1(1 %②♥(❤1(✐%1 %✉, ✉♥❡ ❛,❝❤✐(❡❝(✉,❡ ❤❛,❞✇❛,❡ ♣❛, ❑,❛❢(
❡! ❛❧✳ ❬✽✼❪✳
◆♦✉% ❛✈♦♥% ❝❤♦✐%✐ ❞✬♦♣(✐♠✐%❡, ❧❡% ❛✉(,❡% ❇❋%✳ ▲❡ ♣,❡♠✐❡, ❜❧♦❝ ♦♣(✐♠✐%1 ❡%( ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡
❩▼❙❙❉ H✉✐ ,❡♣,1%❡♥(❡ ❧❛ ❝♦,,1❧❛(✐♦♥ ❡♥(,❡ ❞❡✉① ✐♠❛❣❡((❡%✳ ❈❡ ❜❧♦❝ ❡✛❡❝(✉❡ ❧❛ ♠L♠❡
♦♣1,❛(✐♦♥ ✭❛❞❞✐(✐♦♥✱ %♦✉%(,❛❝(✐♦♥✱ ♠✉❧(✐♣❧✐❝❛(✐♦♥ ❡( ❝♦♠♣❛,❛✐%♦♥✮ %✉, ❞❡% ❞♦♥♥1❡% ✽❜✐(%✳
▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❩▼❙❙❉ ♣❡✉( L(,❡ ♦♣(✐♠✐%1 ❡♥ ✉(✐❧✐%❛♥( ❧✬❛,❝❤✐(❡❝(✉,❡ ✈❡❝(♦,✐❡❧❧❡ ❙■▼❉
◆❊❖◆ ❞✐%♣♦♥✐❜❧❡ %✉, ❧❡% ♣,♦❝❡%%❡✉,% ❆❘▼✳ ❉❡ ♠L♠❡✱ ❧❛ (T❝❤❡ ❞✬❡%(✐♠❛(✐♦♥ ❡%( ❜❛%1❡
%✉, ♣❧✉%✐❡✉,% ♠✉❧(✐♣❧✐❝❛(✐♦♥% ♠❛(,✐❝✐❡❧❧❡% ❡♥ ♥♦♠❜,❡% ✢♦((❛♥(%✳ ❈❡% ♠✉❧(✐♣❧✐❝❛(✐♦♥% %♦♥(
✐♠♣❧❛♥(❛❜❧❡% %✉, ✉♥❡ ❛,❝❤✐(❡❝(✉,❡ ✈❡❝(♦,✐❡❧❧❡✱ ❧❡ ❣❛✐♥ %❡,❛ ❝♦♥%1H✉❡♥( ❝❛, ❧❡ ❈♦,(❡① ❆✽
♥✬✐♥❝❧✉( ♣❛% ❞✬✉♥✐(1 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✢♦((❛♥(✳ ❊♥✜♥✱ ❧✬♦♣(✐♠✐%❛(✐♦♥ ❞❡ ❧✬1(❛♣❡ ❞✬✐♥✐(✐❛❧✐%❛(✐♦♥
%❡,❛ ❞1(❛✐❧❧1❡ ❞❛♥% ❧❡ ♣❛,❛❣,❛♣❤❡ ✸✳✶✵✳
✸✳✽✳✸ ❖♣%✐♠✐(❛%✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣01❛%❡✉1 ❩▼❙❙❉
▲✬❊❑❋✲❙▲❆▼ ,1❛❧✐%❡ ❧✬❛♣♣❛,✐❡♠❡♥( ❞❡% ❛♠❡,% ❡♥ ✉(✐❧✐%❛♥( ❧❡ ❩❡,♦✲▼❡❛♥ ❙✉♠ ♦❢
❙H✉❛,❡❞ ❉✐✛❡,❡♥❝❡% ✭❩▼❙❙❉✮✳ ❈❡((❡ ♠❡%✉,❡ ❡%( ✉(✐❧✐%1❡ ♣♦✉, ❝❛❧❝✉❧❡, ❧❛ ❝♦,,1❧❛(✐♦♥ ❞❡
❝❤❛H✉❡ ✐♠❛❣❡((❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❞❡%❝,✐♣(❡✉, ❞❡ ❧✬❛♠❡,✳ ◆♦✉% ❛✈♦♥% ❞1✜♥✐ ❧❛ (❛✐❧❧❡ ❞✉ ❞❡%❝,✐♣(❡✉,
3 ✶✻×✶✻ ♣✐①❡❧% ❞❡ ✽ ❜✐(% ❝❛, ❧✬✉♥✐(1 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✈❡❝(♦,✐❡❧❧❡ ♣❡✉( (,❛✐(❡, ❥✉%H✉✬3 ✶✻ ♥♦♠❜,❡%
❡♥(✐❡,% ❞❡ ✽ ❜✐(% %✐♠✉❧(❛♥1♠❡♥(✳
■♠♣❧❛♥(❛(✐♦♥ +❝❛❧❛✐-❡ ▲❛ ♣,❡♠✐\,❡ ✐♠♣❧❛♥(❛(✐♦♥ ❞✉ ❩▼❙❙❉ ❝♦♥%✐%(❡ ❛ ✉(✐❧✐%❡, ❧❛
❢♦,♠✉❧❡ ❞1✜♥✐ ❞❛♥% ❧❛ %❡❝(✐♦♥ ✷✳✷✷ ✿
Np =
∑
i,j
((d(i, j)−md)− (im(px + i−
des
2
, py + j −
des
2
)−mi))
2
✭✸✳✶✼✮
❛✈❡❝
✕ i ∈ [0; des−1] ✱ j ∈ [0; des−1]✱ ❧❡ ♣❛,❛♠\(,❡ des ,❡♣,1%❡♥(❡ ❧❛ (❛✐❧❧❡ ❞✉ ❞❡%❝,✐♣(❡✉,
❡♥ ♣✐①❡❧%✳
✕ d ❡%( ❧❡ ❞❡%❝,✐♣(❡✉,✳
✕ md ❡( mi ,❡♣,1%❡♥(❡ ,❡%♣❡❝(✐✈❡♠❡♥( ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡% ♣✐①❡❧% ❞✉ ❞❡%❝,✐♣(❡✉, ❡( ❞❡ ❧❛
❢❡♥L(,❡ ❞✬✐♠❛❣❡✳
✕ im ❝♦,,❡%♣♦♥❞ 3 ❧✬✐♠❛❣❡✳
❈❡((❡ ❢♦,♠✉❧❡ ♥1❝❡%%✐(❡ ❧❡ ♣,1❝❛❧❝✉❧ ❞❡ mi ✭md ♣❡✉( L(,❡ ♣,1❝❛❧❝✉❧1 ❧♦,% ❞❡ ❧✬✐♥✐(✐❛❧✐%❛(✐♦♥
❞❡ ❧✬❛♠❡,✮✳ ❊♥%✉✐(❡✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ✉(✐❧✐%❡ ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ %✉, ❧✬❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡% ♣✐①❡❧% ❝♦♥❝❡,♥1%✳
▲✬✐♠♣❧❛♥(❛(✐♦♥ %❝❛❧❛✐,❡ ❡%( ❧❛ %✉✐✈❛♥(❡ ✿
✸✳✽ ■♠♣❧❛♥)❛)✐♦♥ ♦♣)✐♠✐,-❡ ,✉0 ✉♥❡ ❛0❝❤✐)❡❝)✉0❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✈❡❝)♦0✐❡❧❧❡ ✽✹
❆❧❣♦&✐(❤♠ ✸✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞✉ ❩▼❙❙❉ *❝❛❧❛✐,❡
✶✿ mi ← ✵
✷✿ Np ← ✵
✸✿ ❢♦& ❊❛❝❤ i ∈ [0; des− 1]✱ j ∈ [0; des− 1] ❞♦
✹✿ mi ← mi + im(px + i−
des
2 , py + j −
des
2 )
✺✿ ❡♥❞ ❢♦&
✻✿ mi ← mi/(des× des)
✼✿ ❢♦& ❊❛❝❤ i ∈ [0; des− 1]✱ j ∈ [0; des− 1] ❞♦
✽✿ Np ← Np +
∑
i,j((d(i, j)−md)− (im(px + i−
des
2 , py + j −
des
2 )−mi))
2
✾✿ ❡♥❞ ❢♦&
❙✉" ❧❡ ❈♦"'❡① ❆✽✱ ❝❡''❡ ✐♠♣❧❛♥'❛'✐♦♥ ♣"❡♥❞ ✶✷✳✻✵ µs✳ ❙✉" ❧❡ ❈♦"'❡① ❆✾✱ ❧❡ '❡♠♣9 ❞❡
'"❛✐'❡♠❡♥' ❡9' ❞❡ ✸✳✾✺ µs ✳ ❈❡''❡ ❞✐✛="❡♥❝❡ 9✬❡①♣❧✐?✉❡ ❞✬❛❜♦"❞ ♣❛" ❧❛ ❢"=?✉❡♥❝❡ ❞❡9 ❞❡✉①
♣"♦❝❡99❡✉"9 ✭✶●❤③ ♣♦✉" ❧❡ ❈♦"'❡① ❆✾ ❝♦♥'"❡ ✺✵✵▼❤③ ♣♦✉" ❧❡ ❈♦"'❡① ❆✽✮✳ ❉❡ ♣❧✉9 ❧❡
❈♦"'❡① ❆✾ ❡9' ❛99♦❝✐= I ✉♥❡ ♠=♠♦✐"❡ ♣❧✉9 "❛♣✐❞❡ ✭❉❉❘✷✮ ❡' ❞✐9♣♦9❡ ❞✬✉♥❡ ❛"❝❤✐'❡❝'✉"❡
❣=♥="❛❧❡ ♣❧✉9 "❛♣✐❞❡ ?✉❡ ❧❡ ❈♦"'❡① ❆✽✳
■♠♣❧❛♥(❛(✐♦♥ 7❝❛❧❛✐&❡ ♦♣(✐♠✐78❡ ❈❡''❡ ✐♠♣❧❛♥'❛'✐♦♥ "❡?✉✐❡"' ❧❡ ♣"=✲❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠♦②✲
❡♥♥❡ ❞❡9 ♣✐①❡❧9 ✭md ❡' mi✮ ❞❡9 ❞❡✉① ❢❡♥N'"❡9 ❞✬✐♠❛❣❡9 ❛✈❛♥' ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡" ZMSSD✳ ❈❡
❝❛❧❝✉❧ ♥=❝❡99✐'❡ ❧❡ ❝❤❛"❣❡♠❡♥' ❡♥ ♠=♠♦✐"❡ ❞❡ ❝❤❛?✉❡ ♣✐①❡❧ ❞❡✉① ❢♦✐9✳ P♦✉" =✈✐'❡" ❝❡
❞♦✉❜❧❡ ❝❤❛"❣❡♠❡♥'✱ ♦♥ "❡❢♦"♠✉❧❡ ZMSSD✳ ❖♥ ♣♦9❡ d = d(i, j) ❡' im = im(px + i −
des
2
, py + j −
des
2
)✱ ZMSSD ❞❡✈✐❡♥' ✿
ZMSSD =
∑
i,j
((d−md)− (im−mi))
2
✭✸✳✶✽✮
❊♥ ❞❡✈❡❧♦♣❛♥' ZMSSD✱ ♦♥ ♦❜'✐❡♥' ❧✬=?✉❛'✐♦♥✱
ZMSSD =
∑
i,j
((d−md)
2
− 2(d−md)(im−mi) + (im−mi)
2) ✭✸✳✶✾✮
=
∑
i,j
(d2 − 2d.md +m
2
d − 2d.im+ 2d.mi + 2md.im− 2md.mi ✭✸✳✷✵✮
+im2 − 2im.mi +m
2
i ) ✭✸✳✷✶✮
▲❡9 ❞❡✉① ♠♦②❡♥♥❡9 ❞❡9 ♣✐①❡❧9 9✬=❝"✐✈❡♥' ✿
md =
∑
kl
d(k, l)
des× des
✭✸✳✷✷✮
mi =
∑
kl
im(px + k −
des
2
, py + l −
des
2
)
des× des
✭✸✳✷✸✮
❖♥ 9❛✐' ?✉❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡9 ♣✐①❡❧9 ♥❡ ❞=♣❡♥❞ ♥✐ ❞❡ i ♥✐ ❞❡ j✱ ❞✬♦U
✸✳✽ ■♠♣❧❛♥)❛)✐♦♥ ♦♣)✐♠✐,-❡ ,✉0 ✉♥❡ ❛0❝❤✐)❡❝)✉0❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✈❡❝)♦0✐❡❧❧❡ ✽✺
∑
i,j
md =
∑
i,j
∑
kl
d(k, l)
des× des
✭✸✳✷✹✮
=
∑
kl
d(k, l) ✭✸✳✷✺✮
∑
i,j
mi =
∑
i,j
∑
kl
im(px + k −
des
2
, py + l −
des
2
)
des× des
✭✸✳✷✻✮
=
∑
kl
im(px + k −
des
2
, py + l −
des
2
) ✭✸✳✷✼✮
▲✬+,✉❛/✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥/ ✿
ZMSSD =
[
2
∑
i,j
dim− (
∑
i,j
d)2 − (
∑
i,j
im)2
]
/(des×des)+
∑
i,j
d2+
∑
i,j
im2−2
∑
i,j
dim
✭✸✳✷✽✮
❖♥ ♣♦:❡ ❧❡: ♥♦/❛/✐♦♥: :✉✐✈❛♥/❡: ✿
✕ Sd =
∑
i,j d(i, j) ❧❛ :♦♠♠❡ ❞❡: ♣✐①❡❧: ❞✉ ❞❡:❝@✐♣/❡✉@✳
✕ Si =
∑
i,j im(px+ i−
des
2
, py+j−
des
2
) ❧❛ :♦♠♠❡ ❞❡: ♣✐①❡❧: ❞❡ ❧❛ ❢❡♥B/@❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳
✕ SSi =
∑
i,j im(px + i−
des
2
, py + j −
des
2
)× im(px + i−
des
2
, py + j −
des
2
) ❧❛ :♦♠♠❡
❞✉ ❝❛@@+ ❞❡: ♣✐①❡❧: ❞❡ ❧❛ ❢❡♥B/@❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳
✕ SSd =
∑
i,j d(i, j)× d(i, j) ❧❛ :♦♠♠❡ ❞✉ ❝❛@@+ ❞❡: ♣✐①❡❧: ❞✉ ❞❡:❝@✐♣/❡✉@✳
✕ Sdi =
∑
i,j d(i, j)im(px + i−
des
2
, py + j −
des
2
) ❧❛ :♦♠♠❡ ❞✉ ♣@♦❞✉✐/ ❞❡: ♣✐①❡❧: ❞✉
❞❡:❝@✐♣/❡✉@ ❡/ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥/✱ ZMSSD :✬+❝@✐/ ✿
ZMSSD = [((2Sd× Si)− Sd2 − Si2)/(des× des)] + SSi+ SSd− 2Sdi ✭✸✳✷✾✮
❈❡//❡ +,✉❛/✐♦♥ ❧✐♠✐/❡ ❧❡: ❛❝❝H: ♠+♠♦✐@❡✳ ■❧ ♥✬❡:/ ♣❧✉: ♥+❝❡::❛✐@❡ ❞❡ ♣@+❝❛❧❝✉❧❡@ ❧❡:
❞❡✉① ♠♦②❡♥♥❡: ✭md ❡/ mi✮✳ ❉❡ ♣❧✉:✱ ♣❧✉:✐❡✉@: :♦♠♠❡: ♣❡✉✈❡♥/ B/@❡ ♣@+✲❝❛❧❝✉❧+❡: ✿ Sd
❡/ SSd✳ ▲✬❛❧❣♦@✐/❤♠❡ ❞❡✈✐❡♥/ ✿
✸✳✽ ■♠♣❧❛♥)❛)✐♦♥ ♦♣)✐♠✐,-❡ ,✉0 ✉♥❡ ❛0❝❤✐)❡❝)✉0❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✈❡❝)♦0✐❡❧❧❡ ✽✻
❆❧❣♦&✐(❤♠ ✸✳✸ ■♠♣❧❛♥&❛&✐♦♥ )❝❛❧❛✐+❡ ♦♣&✐♠✐)-❡ ❞✉ ❩▼❙❙❉
✶✿ Si← ✵
✷✿ SSi← ✵
✸✿ Sdi← ✵
✹✿ ❢♦& ❊❛❝❤ i ∈ [0; des− 1]✱ j ∈ [0; des− 1] ❞♦
✺✿ Si← Si+ im(px + i−
des
2 , py + j −
des
2 )
✻✿ SSi← SSi+ im(px + i−
des
2 , py + j −
des
2 )× im(px + i−
des
2 , py + j −
des
2 )
✼✿ Sdi← Sdi+ im(px + i−
des
2 , py + j −
des
2 )× d(i, j)
✽✿ ❡♥❞ ❢♦&
✾✿ Np← (((2Sd× Si)− Sd2 − Si2)/256) + SSi+ SSd− 2Sdi
❈❡" ❛❧❣♦'✐"❤♠❡ ♥✬✉"✐❧✐.❡ ♣❧✉. 0✉✬✉♥❡ .✐♠♣❧❡ ❜♦✉❝❧❡✱ ❧❡ "❡♠♣. ❞❡ "'❛✐"❡♠❡♥" ♣♦✉' ❧❡
❈♦'"❡① ❆✽ ♣❛..❡ ❞❡ ✶✷✳✻✵ µs = ✶✶✳✷✾µs✱ ❡" ❝❡❧✉✐ ❞✉ ❈♦'"❡① ❆✾ ♣❛..❡ ❞❡ ✸✳✾✺ µs = ✸✳✹✻µs
■♠♣❧❛♥(❛(✐♦♥ ✈❡❝(♦&✐❡❧❧❡ ▲❡ ❝♦♣'♦❝❡..❡✉' ◆❊❖◆ ♣❡'♠❡" ❞✬❡✛❡❝"✉❡' ❧❛ ♠G♠❡ ♦♣H'❛✲
"✐♦♥ .✉' ♣❧✉.✐❡✉'. ❞♦♥♥H❡.✳ ❙♦♥ ✉"✐❧✐.❛"✐♦♥ ❡." ♣♦..✐❜❧❡ ❧♦'. ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ 'H❣✉❧✐❡' ✭❡①❡♠♣❧❡
❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❩▼❙❙❉ 0✉✐ 'H♣O"❡ ❧❡. ♠G♠❡. ♦♣H'❛"✐♦♥. .✉' ❧❡. ❞✐✛H'❡♥". ♣✐①❡❧.✮✳ ■❧ ❡."
♣♦..✐❜❧❡ ❞❡ ✈❡❝"♦'✐.❡' ❧✬✐♠♣❧❛♥"❛"✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❩▼❙❙❉ ❣'=❝❡ = ♥♦"'❡ '❡❢♦'♠✉❧❛"✐♦♥✳
◆♦"'❡ ✐♠♣❧❛♥"❛"✐♦♥ ✉"✐❧✐.❡ ❧✬❛❧❣♦'✐"❤♠❡ .✉✐✈❛♥" ✿
❆❧❣♦&✐(❤♠ ✸✳✹ ■♠♣❧❛♥&❛&✐♦♥ ✈❡❝&♦+✐❡❧❧❡ ❞❡ ❩▼❙❙❉
✶✿ V 8x8 V image← ✵ ⊲ ❱✽①✽✿ ❉-✜♥✐ ✉♥ ✈❡❝&❡✉+ ✽×✽ ❜✐&)
✷✿ V 8x8 V descriptor ← ✵
✸✿ V 16x8 V Si← ✵ ⊲ ❱✶✻①✽✿ ❉-✜♥✐ ✉♥ ✈❡❝&❡✉+ ✽×✶✻ ❜✐&)
✹✿ V 32x4 V SSi← ✵ ⊲ ❱✸✷①✹✿ ❉-✜♥✐ ✉♥ ✈❡❝&❡✉+ ✹×✸✷ ❜✐&)
✺✿ V 32x4 V Sdi← ✵
✻✿ ❢♦& ❊❛❝❤ i ∈ [0; des− 1]✱ j = 0, 8 ❞♦
✼✿ V image← load8(im(px + i−
des
2 , py + j −
des
2 )) ⊲ ❈❤❛+❣❡♠❡♥& ❞❡ ✽ ♣✐①❡❧)
✽✿ V descriptor ← load8(d(i, j))
✾✿ V Si← V Si+ V image
✶✵✿ V SSi← V SSi+ V image× V image
✶✶✿ V Sdi← V Sdi+ V image× V descriptor
✶✷✿ ❡♥❞ ❢♦&
✶✸✿ Si← sum(V Si) ⊲ ❙♦♠♠❡ ❞❡) ❝♦♠♣♦)❛♥&❡) ❞✬✉♥ ✈❡❝&❡✉+
✶✹✿ SSi← sum(V SSi)
✶✺✿ Sdi← sum(V Sdi)
✶✻✿ Np← (((2Sd× Si)− Sd2 − Si2)/256) + SSi+ SSd− 2Sdi
❈❡""❡ ✐♠♣❧❛♥"❛"✐♦♥ "'❛✐"❡ ✽ ♣✐①❡❧. = ❧❛ ❢♦✐.✳ ▲✬❛'❝❤✐"❡❝"✉'❡ ◆❊❖◆ ♣❡'♠❡" ❞✬❡✛❡❝"✉❡'
✽ ❛❞❞✐"✐♦♥. ♦✉ ✽ ♠✉❧"✐♣❧✐❝❛"✐♦♥. .✐♠✉❧"❛♥H♠❡♥"✳ ▲❡ "❡♠♣. ❞❡ "'❛✐"❡♠❡♥" .✉' ❧❡ ❈♦'"❡①
❆✽ ❡." ❞❡ ✶✳✷✼ µs✱ ✐❧ ❡." ❞❡ ✵✳✺✽ µs .✉' ❧❡ ❈♦'"❡① ❆✾✳
❈♦♠♣❛&❛✐9♦♥ ❞❡9 &:9✉❧(❛(9 ▲❡ "❛❜❧❡❛✉ ✸✳✹ 'H.✉♠❡ ❧✬❡♥.❡♠❜❧❡ ❞❡. 'H.✉❧"❛". ❞❡ ❧✬♦♣"✐✲
♠✐.❛"✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝♦''H❧❛"✐♦♥ ❩▼❙❙❉✳ ❚♦✉" ❞✬❛❜♦'❞✱ ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❡ "❡♠♣. ❡♥"'❡ ❧❛ ✈❡'✲
.✐♦♥ .❝❛❧❛✐'❡ ❡" ❧❛ ✈❡'.✐♦♥ ✈❡❝"♦'✐❡❧❧❡ ❡." "'O. ✐♠♣♦'"❛♥" ♣♦✉' ❧❡. ❞❡✉① ❛'❝❤✐"❡❝"✉'❡.✳ ❊♥✲
.✉✐"❡✱ ❧❛ ❞✐✛H'❡♥❝❡ ❞❡ "❡♠♣. ❞❡ "'❛✐"❡♠❡♥" ❡♥"'❡ ❧❡. ❞❡✉① ❛'❝❤✐"❡❝"✉'❡. ❡." ❝♦♥.H0✉❡♥"❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥" ❡❧❧❡ ❡." = ♣♦♥❞H'❡' ♣❛' ❧❛ ❢'H0✉❡♥❝❡ ❞❡. ♣'♦❝❡..❡✉'.✳
✸✳✽ ■♠♣❧❛♥)❛)✐♦♥ ♦♣)✐♠✐,-❡ ,✉0 ✉♥❡ ❛0❝❤✐)❡❝)✉0❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✈❡❝)♦0✐❡❧❧❡ ✽✼
❈♦"#❡① ❆✽ ✲ ✺✵✵ ▼❤③
✭µs✮
❈♦"#❡① ❆✾ ✲ ✶ ●❤③ ✭µs✮
■♠♣❧❛♥#❛#✐♦♥ :❝❛❧❛✐"❡ ✶✷✳✻✵ ✸✳✾✺
■♠♣❧❛♥#❛#✐♦♥ :❝❛❧❛✐"❡ ♦♣#✐♠✐:@❡ ✶✶✳✷✾ ✸✳✹✻
■♠♣❧❛♥#❛#✐♦♥ ✈❡❝#♦"✐❡❧❧❡ ✶✳✷✼ ✵✳✺✽
❚❛❜❧❡ ✸✳✹✿ ❚❡♠♣$ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❩▼❙❙❉ $✉. ❧❡$ ❞❡✉① ❛.❝❤✐2❡❝2✉.❡$
✸✳✽✳✹ ❖♣&✐♠✐)❛&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✐)❡ 0 ❥♦✉3 ✭❇❋ ✻✮
▲✬"#❛♣❡ ❞✬❡(#✐♠❛#✐♦♥ ❞✉ ✜❧#0❡ ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ ❡(# ♣0✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥# ❝♦♥(#✐#✉"❡ ❞❡ ♠✉❧#✐♣❧✐✲
❝❛#✐♦♥( ♠❛#0✐❝✐❡❧❧❡(✱ ❞♦♥# ❧❛ #❛✐❧❧❡ ❞"♣❡♥❞ ❞✉ ♥♦♠❜0❡ ❞✬❛♠❡0( ♣0"(❡♥#( ❞❛♥( ❧❛ ❝❛0#❡
❛✐♥(✐ 6✉❡ ❞❡( ♦❜(❡0✈❛#✐♦♥( 0"❛❧✐("❡(✳ 9❧✉( ❧❛ ❝❛0#❡ ❡(# ❣0❛♥❞❡✱ ♣❧✉( ❧❡ #❡♠♣( ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
❡(# ✐♠♣♦0#❛♥#✳
▲✬♦♣#✐♠✐(❛#✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✉❧#✐♣❧✐❝❛#✐♦♥ ♠❛#0✐❝✐❡❧❧❡ ❡(# ✉♥ ♣0♦❜❧;♠❡ (♦✉✈❡♥# #0❛✐#"✳ ❈❡♣❡♥✲
❞❛♥#✱ ✐❧ ♥✬❡①✐(#❡ > ♥♦#0❡ ❝♦♥♥❛✐((❛♥❝❡ 6✉✬✉♥❡ (❡✉❧❡ ❧✐❜0❛✐0✐❡ 6✉✐ ✐♥#;❣0❡ ✉♥❡ ✈❡0(✐♦♥
♦♣#✐♠✐("❡ ❞❡ ❝❡##❡ ♠✉❧#✐♣❧✐❝❛#✐♦♥ ♣♦✉0 ❞❡( (②(#;♠❡( ❡♠❜❛06✉"(✳ ■❧ (✬❛❣✐# ❞❡ ❧❛ ❧✐❜0❛✐0✐❡
❊✐❣❡♥✸ ❬✾✾❪ 6✉✐ ✐♠♣❧❛♥#❡ ❧✬❛❧❣♦0✐#❤♠❡ ❞"✜♥✐ ♣❛0 ●♦#♦ ❡# ●❡✐❥♥ ❬✶✵✵❪✳
❖♥ (❡ ❝♦♥❝❡♥#0❡ (✉0 ❧❛ ♠✉❧#✐♣❧✐❝❛#✐♦♥ ❞❡ ♠❛#0✐❝❡ ❝❛00" ❞❡ #❛✐❧❧❡ N ✳ ▲❡( ♠❛#0✐❝❡(
(♦♥# (#♦❝❦"❡( ❡♥ ♠"♠♦✐0❡ (♦✉( ❧❛ ❢♦0♠❡ ✏❝♦❧♦♥♥❡ ♠❛❥♦0✑ ✿ ❧❡( ❞♦♥♥"❡( ❞❡ ❧❛ ♠❛✲
#0✐❝❡ (♦♥# (#♦❝❦"❡( ❡♥ ♠"♠♦✐0❡ ❞❛♥( ❧✬♦0❞0❡ ❞❡( ❝♦❧♦♥♥❡(✳ ▲❛ ♠✉❧#✐♣❧✐❝❛#✐♦♥ ♠❛#0✐❝✐❡❧❧❡
✭C = A× B✮ (✬"❝0✐# ❝❧❛((✐6✉❡♠❡♥# ✿
❆❧❣♦&✐(❤♠ ✸✳✺ ▼✉❧#✐♣❧✐❝❛#✐♦♥ ♠❛#"✐❝✐❡❧❧❡
❢♦& ❊❛❝❤ j ∈ [0;N ] ❞♦
❢♦# ❊❛❝❤ k ∈ [0;N ] ❞♦
❢♦# ❊❛❝❤ i ∈ [0;N ] ❞♦
C(i, j)+ = A(i, k)×B(k, j)
❡♥❞ ❢♦#
❡♥❞ ❢♦#
❡♥❞ ❢♦#
●♦"♦ ❡" ●❡✐❥♥ ❬✶✵✵❪ ♣,♦♣♦-❡♥" ✉♥❡ ♦♣"✐♠✐-❛"✐♦♥ ❜❛-2❡ -✉, ❧❡ ❝❤❛,❣❡♠❡♥" ❡♥ ❝❛❝❤❡
❞❡- ❧✐❣♥❡- ❞❡ ❧❛ ♠❛",✐❝❡ B✳ ❊♥ ❡✛❡"✱ ❧❛ ♠❛",✐❝❡ B ❡-" ♣❛,❝♦✉,✉❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❛❧♦,- <✉❡ -❡-
❞♦♥♥2❡- -♦♥" -❛✉✈❡❣❛,❞2❡- ❡♥ ❝♦❧♦♥♥❡✳ ▲❡ ❝❤❛,❣❡♠❡♥" ❡♥ ❝❛❝❤❡ ♣❡,♠❡"",❛ ❞❡- ❛❝❝?-
❧✐♥2❛✐,❡- ❡♥ ♠2♠♦✐,❡✳ ❈❡""❡ ♦♣"✐♠✐-❛"✐♦♥ ❡-" ✐♥❝❧✉-❡ ❞❛♥- ❧❛ ❧✐❜,❛✐,✐❡ ❊✐❣❡♥✸✳
B♦✉, ✉"✐❧✐-❡, ❧✬✉♥✐"2 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✈❡❝"♦,✐❡❧❧❡✱ ❧❡- ♠❛",✐❝❡- -♦♥" ❞✐✈✐-2❡- ❡♥ -♦✉- ♠❛",✐❝❡- ❞❡
"❛✐❧❧❡ ✹×✹ ❝❛, ❧❡ ❝♦♣,♦❝❡--❡✉, ♣❡✉" ",❛✐"❡, ❞❡- ✈❡❝"❡✉,- ❞❡ "❛✐❧❧❡ ✶✷✽❜✐"- ✭4 × 32❜✐"-✮✳
▲✬❛❧❣♦,✐"❤♠❡ ❞❡✈✐❡♥" ✿
✸✳✽ ■♠♣❧❛♥)❛)✐♦♥ ♦♣)✐♠✐,-❡ ,✉0 ✉♥❡ ❛0❝❤✐)❡❝)✉0❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✈❡❝)♦0✐❡❧❧❡ ✽✽
❆❧❣♦%✐'❤♠ ✸✳✻ ▼✉❧#✐♣❧✐❝❛#✐♦♥ ♠❛#+✐❝✐❡❧❧❡ ✈❡❝#♦+✐❡❧❧❡
❢♦% ❊❛❝❤ j ∈ [0 : 4 : N ] ❞♦
❢♦% ❊❛❝❤ k ∈ [0 : 4 : N ] ❞♦
❢♦% ❊❛❝❤ i ∈ [0 : 4 : N ] ❞♦
C(i : i+ 3, j : j + 3)+ = A(i : i+ 3, k : k + 3)×B(k : k + 3, j : j + 3)
❡♥❞ ❢♦%
❡♥❞ ❢♦%
❡♥❞ ❢♦%
 ♦✉# ✉$✐❧✐'❡# ❧✬❛❧❣♦#✐$❤♠❡ ♣#/❝/❞❡♥$✱ ❧❡' ♠❛$#✐❝❡' ❞♦✐✈❡♥$ ❛✈♦✐# ✉♥❡ $❛✐❧❧❡ ♠✉❧$✐♣❧❡
❞❡ ✹✳ ❖♥ ❛##♦♥❞✐#❛ ❧❛ $❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛$#✐❝❡ ❛✉ ♠✉❧$✐♣❧❡ ❞❡ ✹ '✉♣/#✐❡✉#✳ ▲❛ ♠✉❧$✐♣❧✐❝❛$✐♦♥
♠❛$#✐❝✐❡❧❧❡ ❞❡ $❛✐❧❧❡ 4 × 4 ❡'$ ✐♠♣❧❛♥$/❡ ❝♦♠♠❡ ♣#♦♣♦'/❡ ♣❛# ❆❘▼✳ ▲❛ ♠✉❧$✐♣❧✐❝❛$✐♦♥
❞❡' ❞❡✉① ♠❛$#✐❝❡' '❡ ❞/❝♦♠♣♦'❡♥$ ❝♦♠♠❡ '✉✐$ ✿


A11 A12 A13 A14
A21 A22 A23 A24
A31 A32 A33 A34
A41 A42 A43 A44




B11 B12 B13 B14
B21 B22 B23 B24
B31 B32 B33 B34
B41 B42 B43 B44

 =


A11B11 + A12B21 + A13B31 + A14B14 ... ... ...
A21B11 + A22B21 + A23B31 + A24B14 ... ... ...
A31B11 + A32B21 + A33B31 + A34B14 ... ... ...
A41B11 + A42B21 + A43B31 + A44B14 ... ... ...


✭✸✳✸✵✮
❖♥ #❡♠❛#B✉❡ B✉❡ ❧❡ #/'✉❧$❛$ ❝♦♥$✐❡♥$ ❧❛ ♠✉❧$✐♣❧✐❝❛$✐♦♥ ❞✉ ♣#❡♠✐❡# ✈❡❝$❡✉# ❝♦❧♦♥♥❡[
A11 A21 A31 A41
]
♣❛# B11 ♣✉✐' ❧❡ #/'✉❧$❛$ ❡'$ ❛❞❞✐$✐♦♥♥/ ❛✉ ♣#♦❞✉✐$ ❞✉ '❡❝♦♥❞
✈❡❝$❡✉# ❝♦❧♦♥♥❡
[
A12 A22 A32 A42
]
♣❛# B21✳ ❖♥ ✉$✐❧✐'❡ ❝❡$$❡ ♣#♦♣#✐/$/ ♣♦✉# ❝❛❧✲
❝✉❧❡# ❧✬❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛$#✐❝❡ 4× 4 ✳
▲✬✐♠♣❧❛♥$❛$✐♦♥ ❊✐❣❡♥ ✉$✐❧✐'❡ ✶✷ ✈❡❝$❡✉#' ✿ ✹ ♣♦✉# ❆✱ ✹ ♣♦✉# ❇ ❡$ ✹ ♣♦✉# ❈✳ ❈❡♣❡♥✲
❞❛♥$ ✐❧ ❡'$ ✐♠♣♦#$❛♥$ ❞❡ #/❞✉✐#❡ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❧❡' ❝❤❛#❣❡♠❡♥$'✴'❛✉✈❡❣❛#❞❡' ❞❡ ❞♦♥♥/❡'
'✉#$♦✉$ ❧♦#'B✉✬♦♥ ❞✐'♣♦'❡ ❞✬✉♥ ❝♦♣#♦❝❡''♦# ✈❡❝$♦#✐❡❧✳ ❊♥ ❡✛❡$✱ ❧❡' $❡♠♣' ❞❡ ❝❤❛#❣❡♠❡♥$
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✸✳✶✶ ❈♦♠♣❛(❛✐*♦♥ ❞❡* ♣❡(❢♦(♠❛♥❝❡* ✾✸
■♠♣❧❛♥&❛&✐♦♥ ♥♦♥ ♦♣&✐♠✐)*❡
✭µs✮
■♠♣❧❛♥&❛&✐♦♥ ♦♣&✐♠✐)*❡ ✭µs✮
❇❧♦❝)
❋♦♥❝&✐♦♥❡❧)
❚♣) ✴ ✐&❡3 ✭µs✮ ❚♣) ♠♦②❡♥ ✴
✐♠❛❣❡ ✭µs✮
❚♣) ✴ ✐&❡3
✭µs✮
❚♣) ♠♦②❡♥ ✴
✐♠❛❣❡ ✭µs✮
63♦❝❡))❡✉3
✉&✐❧✐)*
✶✳ 63❡❞✐❝&✐♦♥ ✾✸ ✾✸ ✾✸ ✾✸ ❆❘▼
✷✳ ❋❆❙❚
✸✹✵✵ ✸✹✵✵ ✸✹✵✵ ✸✹✵✵ ❆❘▼
✸✳ 63♦❥❡❝&✐♦♥ ✾ ✶✽✵ ✾ ✶✽✵ ❆❘▼
✹✳ ❩▼❙❙❉✲▼ ✶✶✳✷✾ ✷✻✸✵ ✶✳✷✼ ✷✾✺ ◆❊❖◆
✺✳ Hi ✶✹✳✺ ✻✻ ✶✹✳✺ ✻✻ ❆❘▼
✻✳ ❊)&✐♠❛&✐♦♥ ✽✽✽✹✺ ✼✵✺✻✽ ✶✺✻✾✵ ✶✷✺✺✷ ◆❊❖◆
■♥✐&✐❛❧✐)❛&✐♦♥ ✭✼✱
✽✱ ✾✮
✸✾✾✷ ✸✾✷✷ ✹✵✷✺ ✹✵✷✺ ❉❙6
❚♦$❛❧ ✲ ✽✵✽✺✾ ✲ ✶✻✺✽✻ ✲
❚❛❜❧❡ ✸✳✻✿ ❚❡♠♣$ ❞✬❡①❡❝✉*✐♦♥ ❞❡$ ❇❋$ $✉0 ❧✬❖▼❆5✸✺✸✵✱ ✐♠❛❣❡ ✸✷✵×✷✹✵ ♣✐①❡❧$✱ ✷✺ ❛♠❡0$
❞✬✐♥✐$✐❛❧✐'❛$✐♦♥✱ $❛♥❞✐' *✉❡ ❧❡' ♣.♦❝❡''❡✉.' ❆❘▼✲◆❊❖◆ 7①7❝✉$❡♥$ ❧❡' ♣❤❛'❡' ❞❡ ♣.7❞✐❝✲
$✐♦♥✱ ❞❡ ❞7$❡❝$✐♦♥✱ ❞❡ ♠✐'❡ ❡♥ ❝♦..❡'♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡$ ❞✬❡'$✐♠❛$✐♦♥✳
❆✈❡❝ ❝❡' ♦♣$✐♠✐'❛$✐♦♥' ❧❡ $❡♠♣' ❞❡ $.❛✐$❡♠❡♥$ ❣❧♦❜❛❧ ❡'$ ❝♦♠♣♦'7 ❞❡ ❧❛ ♣.7❞✐❝$✐♦♥
✭✵✳✵✾✸♠'✮✱ ❞❡ ❧❛ ❞7$❡❝$✐♦♥ ✭✸✳✹♠'✮✱ ❞❡ ❧❛ $E❝❤❡' ❞✬❛♣♣❛.✐❡♠❡♥$ ✭✵✳✹♠'✮ ❡$ ❞❡ ❧✬❡'$✐♠❛$✐♦♥
✭✶✸✳✵♠'✮✳ ▲❡ $❡♠♣' ♠♦②❡♥ ❞❡ $.❛✐$❡♠❡♥$ ♣❛. ✐♠❛❣❡ ✭✐♠♣❧❛♥$❛$✐♦♥ ♦♣$✐♠✐'7❡✮ ❡'$ ❞❡
✶✼✳✻♠' ✭♥♦✉' ❛❥♦✉$♦♥' ✶ ♠' ♣♦✉. ❧❡ $.❛♥'❢❡.$ ❞❡ ❞♦♥♥7❡' ❡♥$.❡ ❧❡ ♣.♦❝❡''❡✉. ❆❘▼ ❡$ ❧❡
❉❙O✮✱ $❛♥❞✐' *✉❡ ❧✬✐♠♣❧❛♥$❛$✐♦♥ ♥♦♥ ♦♣$✐♠✐'7❡ ❛ ✉♥ $❡♠♣' ❞❡ $.❛✐$❡♠❡♥$ ❞❡ ✽✵✳✽✺♠'✳
▲✬✐♠♣❧❛♥$❛$✐♦♥ ♦♣$✐♠✐'7❡ .❡♣.7'❡♥$❡ '❡✉❧❡♠❡♥$ ✷✷✪ ❞✉ $❡♠♣' ❞✬❡①7❝✉$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❡.'✐♦♥
♥♦♥ ♦♣$✐♠✐'7❡✱ ✐❧ ❛ 7$7 .7❞✉✐$ ❞❡ ✼✽✪✳
✸✳✶✶ ❈♦♠♣❛(❛✐*♦♥ ❞❡* ♣❡(❢♦(♠❛♥❝❡*
▲✬✐♠♣❧❛♥$❛$✐♦♥ ❞❡ ❧✬❊❑❋✲❙▲❆▼ ❛ 7$7 ♦♣$✐♠✐'7❡ ♣♦✉. ❞❡✉① ❛.❝❤✐$❡❝$✉.❡' ✿ ❧❛ ♣.❡✲
♠✐W.❡ ❡'$ ✉♥❡ ❛.❝❤✐$❡❝$✉.❡ ❤♦♠♦❣W♥❡ ♣♦''7❞❛♥$ ❞❡✉① ❝X✉.' ❆❘▼ ❈♦.$❡① ❆✾ ❝❛❞❡♥❝7'
Z ✉♥❡ ❢.7*✉❡♥❝❡ ❞❡ ✶●❤③✱ ❧❛ '❡❝♦♥❞❡ ❡'$ ❛.❝❤✐$❡❝$✉.7❡ ❛✉$♦✉. ❞✬✉♥ ❖▼❆O✸✺✸✵ ✐♥$7✲
❣.❛♥$ ✉♥ ❝X✉. ❈♦.$❡① ❆✽ ❡$ ✉♥ ❉❙O ❈✻✹①✳ ▲✬✉$✐❧✐'❛$✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛.❝❤✐$❡❝$✉.❡ ❤♦♠♦❣W♥❡ ❛
♣❡.♠✐' ✉♥❡ ♠✐'❡ ❡♥ X✉✈.❡ ♣❧✉' ❛✐'7❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦.✐$❤♠❡✱ ❧✬❛.❝❤✐$❡❝$✉.❡ ❤7$7.♦❣W♥❡ ♥7❝❡''✐$❡
✉♥ $.❛✈❛✐❧ ✐♠♣♦.$❛♥$ ❞❡ ❣❡'$✐♦♥ ❞❡' ❝♦♠♠✉♥✐❝❛$✐♦♥ ❡♥$.❡ ❧❡' ♣.♦❝❡''❡✉.' ❡$ '✉.$♦✉$ ✉♥❡
♣.♦❣.❛♠♠❛$✐♦♥ '7♣❛.7❡ ❞❡' ❞❡✉① ❝X✉.'✳ ▲❛ ♣❛.❛❧❧7❧✐'❛$✐♦♥ '✉. ❧✬❛.❝❤✐$❡❝$✉.❡ ❤♦♠♦❣W♥❡
❡'$ ❢❛❝✐❧✐$7❡ ♣❛. ❧✬✉$✐❧✐'❛$✐♦♥ ❞❡ ❧✐❜.❛✐.✐❡'✱ $❡❧ *✉❡ ❖♣❡♥▼O✱ *✉✐ ♣❡.♠❡$ ❞❡ .7♣❛.$✐. ❢❛❝✐✲
❧❡♠❡♥$ ❧❡ $.❛✐$❡♠❡♥$ .7❛❧✐'7 '✉. ❧❡' ❞✐✛7.❡♥$' ♣.♦❝❡''❡✉.'✳ ❉❡ ♣❧✉'✱ ❝❡ $②♣❡ ❞❡ ❧✐❜.❛✐.✐❡
♣❡✉$ ❣7.❡. ❧❡' ❞✐✛7.❡♥$' ❛❝❝W' ❝♦♥❝✉..❡♥$' Z ❧❛ ♠7♠♦✐.❡ ♣❛.$❛❣7❡✳
❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡' ♣❡.❢♦.♠❛♥❝❡'✱ ❧✬✐♠♣❧❛♥$❛$✐♦♥ '✉. ❧✬❛.❝❤✐$❡❝$✉.❡ ❤7$7.♦❣W♥❡ ❛ ♠♦✐♥' $✐.7
♣.♦✜$ ❞❡ ❧❛ ♣❛.❛❧❧7❧✐'❛$✐♦♥✱ ❡♥ ❡✛❡$ ✐❧ ❡'$ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ .7♣❛.$✐. ❞❡ ♠❛♥✐W.❡ ❡✣❝❛❝❡ ❧❡
$.❛✐$❡♠❡♥$ '✉. ❧❡' ❞❡✉① ❝X✉.'✳ ■❧' '♦♥$ .7♣❛.$✐' '✉✐✈❛♥$ ❞❡' $E❝❤❡' ❝♦♠♣❧W$❡' Z ❝❛✉'❡
❞❡ ❧✬✉$✐❧✐'❛$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠7♠♦✐.❡ ♣❛.$❛❣7❡✱ ❛❧♦.' *✉❡ ❧✬❛.❝❤✐$❡❝$✉.❡ ❤♦♠♦❣W♥❡ ♣❡.♠❡$ ❞❡
.7♣❛.$✐. ❞❡' $E❝❤❡' ❛②❛♥$ ❞❡' $❡♠♣' ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠♦✐♥' ✐♠♣♦.$❛♥$'✳ ▲✬❛.❝❤✐$❡❝$✉.❡ ❤7$7✲
✸✳✶✷ ❈♦♥❝❧✉*✐♦♥* ✾✹
 ♦❣#♥❡ ❡&' ♠♦✐♥& ❛❞❛♣'-❡ . ♥♦' ❡ &②&'#♠❡✱ '♦✉'❡❢♦✐&✱ ♣♦✉ ❛♠-❧✐♦ ❡ ❧-❣# ❡♠❡♥' ❧❡&
♣❡ ❢♦ ♠❛♥❝❡& ❞❡ ❧✬✐♠♣❧❛♥'❛'✐♦♥ &✉ ❧✬❛ ❝❤✐'❡❝'✉ ❡ ❖▼❆:✸✺✸✵✱ ♦♥ ♣♦✉  ❛✐' ✐♠♣❧❛♥'❡ ❧❡
❞-'❡❝'❡✉ ❋❆❙❚ &✉ ❧❡ ❉❙:✳
✸✳✶✷ ❈♦♥❝❧✉*✐♦♥*
▲✬-'✉❞❡ ❞❡ ❧✬❊❑❋✲❙▲❆▼ ♥♦✉& ❛ ♣❡ ♠✐& ❞❡ ❞-✜♥✐ ✉♥ &②&'#♠❡ ❝♦♠♣❧❡' ♣❡ ♠❡''❛♥'
❞❡  -&♦✉❞ ❡ ❧❛ ♣ ♦❜❧-♠❛'✐I✉❡ ❞✉ ❙▲❆▼✳ :♦✉ ❝❡❧❛✱ ♥♦✉& ❛✈♦♥& ♦♣'✐♠✐&- &♦♥ ✐♠♣❧❛♥'❛✲
'✐♦♥ &✉ ✉♥❡ ❛ ❝❤✐'❡❝'✉ ❡ ❤♦♠♦❣#♥❡ ❡' ✉♥❡ ❛ ❝❤✐'❡❝'✉ ❡ ❤-'- ♦❣#♥❡✳ ❈❡''❡ ♦♣'✐♠✐&❛'✐♦♥
❛ ♥-❝❡&&✐'- ❞❡& ♠♦❞✐✜❝❛'✐♦♥& ✐♠♣♦ '❛♥'❡&✱ ❡♥ ♣❛ '✐❝✉❧✐❡ ❧♦ & ❞❡ ❧✬✉'✐❧✐&❛'✐♦♥ ❞✉ ❝♦♣ ♦✲
❝❡&&❡✉ ✈❡❝'♦ ✐❡❧ ❡' ❞✉ ❉❙:✳ ❈❡& ♠♦❞✐✜❝❛'✐♦♥& ♦♥'  ❡♥❞✉ ❧✬❛❧❣♦ ✐'❤♠❡ ❝♦♠♣❛'✐❜❧❡ ❛✈❡❝
❧❡ '❡♠♣&  -❡❧ &✉ ♥♦' ❡ ♣❧❛'❡❢♦ ♠❡ ❡①♣- ✐♠❡♥'❛❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉&✱ ❧✬❛❞-I✉❛'✐♦♥ ❡♥' ❡ ❧✬❛❧❣♦✲
 ✐'❤♠❡ ❡' ❧✬❛ ❝❤✐'❡❝'✉ ❡ ❡&' ✐♥❞✐&♣❡♥&❛❜❧❡ ♣♦✉ ♦❜'❡♥✐ ❞❡& ♣❡ ❢♦ ♠❛♥❝❡& &❛'✐&❢❛✐&❛♥'❡&✳
❊♥ ❡✛❡'✱ ❧❡& '❡♠♣& ❞❡ ' ❛✐'❡♠❡♥' ❣❧♦❜❛✉① ♦♥' -'- ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✐✈✐&- ♣❛ ✉♥ ❢❛❝'❡✉ ✹✳
◆♦✉& ❛✈♦♥& ❞P ❧✐♠✐'❡ ❧❡ ♥♦♠❜ ❡ ❞✬❛♠❡ & ✉'✐❧✐&-& ♣❛ ❧❡ ✜❧' ❡ ♣♦✉  ❡&♣❡❝'❡ ❧❡& ❝♦♥' ❛✐♥✲
'❡& ❞❡ '❡♠♣&  -❡❧✳ ▼❛❧❣ - ✉♥❡ ♦♣'✐♠✐&❛'✐♦♥ ✐♠♣♦ '❛♥'❡✱ ❧❛ '❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐ ♦♥♥❡♠❡♥'  ❡&'❡
 ❡❧❛'✐✈❡♠❡♥'  ❡&' ❡✐♥'❡✱ ❝❡❝✐ ❡&' ❞P . ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐'- ❛❧❣♦ ✐'❤♠✐I✉❡ ❞❡ ❧✬❊❑❋✲❙▲❆▼ I✉✐
❞-♣❡♥❞ ' #& ❢♦ '❡♠❡♥' ❞✉ ♥♦♠❜ ❡ ❞❡ ♣♦✐♥'& ❞❡  ❡♣# ❡ ♣ -&❡♥'& ❞❛♥& ❧❛ ❝❛ '❡✳ ❉❡ ♣❧✉&✱
❧❛ &✉♣♣ ❡&&✐♦♥ ❞❡& ❛♠❡ &  ❡♥❞ ❧❡ ✜❧' ❡ ❧-❣# ❡♠❡♥' ✐♥❝♦♥&✐&'❛♥'✳ ❯♥❡ ♣ ❡♠✐# ❡ &♦❧✉'✐♦♥ .
❝❡ ♣ ♦❜❧#♠❡ &❡ ❛✐' ❧✬✉'✐❧✐&❛'✐♦♥ ❞❡ ❝❛ '❡ ❧♦❝❛❧❡ I✉✐ ♣❡ ♠❡'' ❛✐' ❞❡ ❣- ❡ ❧❡& ❞-♣❡♥❞❛♥❝❡&
❡♥' ❡ ♣❧✉&✐❡✉ & ❝❛ '❡& ❝ -❡& ♣❛ ♥♦' ❡ &②&'#♠❡✳ ❯♥❡ &❡❝♦♥❞❡ &♦❧✉'✐♦♥ &❡ ❛✐' ❞✬✉'✐❧✐&❡ ✉♥
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1
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Li
yi = (xi, yi, θi, φi, ρi)
xi, yi
θi, φi
−→m(θi, ϕi)
ρi
Ai =


xlandmark
ylandmark
zlandmark

 =


xi
yi
0

+ 1
ρi
−→m(θi, ϕi)
−→m(θi, ϕi) =


cos(θi) cos(ϕi)
− sin(θi) cos(ϕi)
sin(ϕi)


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♣♦&✐#✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠❡+ ❞❛♥& ❧❡ +❡♣3+❡ ❝❛♠1+❛ ❡&# ✿
Ai,cam = Tcam,glob(Ai) ✭✹✳✾✮
❛✈❡❝ Tcam,glob ❧❛ #+❛♥&❢♦+♠❛#✐♦♥ ❡♥#+❡ ❧❡ +❡♣3+❡ ♠♦❜✐❧❡ ❡# ❧❡ +❡♣3+❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞1✜♥✐❡ ♣❛+
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
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xi
yi
0

+ 1
ρi
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hi =
(
ui,pred
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)
=
(
cu − fku
Ai,cam,x
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)
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Si = HiPiH
T
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xi = xi +KiYi
Pi = (I−KiHi)Pi
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✕ ▲❡ ♥♦♠❜0❡ ❞✬❛♠❡0% ♦❜%❡0✈/%✳
✹✳✸ ❱❛❧✐❞❛(✐♦♥ ❞✉ ❋❛-(❙▲❆▼ ✶✶✶
✕ ▲❡ ♥♦♠❜'❡ ❞❡ ♣❛'+✐❝✉❧❡0✳
▲✬✐♥✐%✐❛❧✐(❛%✐♦♥
▲✬3+❛♣❡ ❞✬✐♥✐+✐❧✐0❛+✐♦♥ ❛❥♦✉+❡ ❞❡0 ❛♠❡'0 ❞❛♥0 ❧❛ ❝❛'+❡ 0✐ ✐❧ ② ❛ ❞❡0 ③♦♥❡0 ❜❧❛♥❝❤❡0
0✉' ❧✬✐♠❛❣❡ ✭0❛♥0 ❛♠❡'0 ♣'30❡♥+0✮✳ ▲❡ +❡♠♣0 ❞❡ +'❛✐+❡♠❡♥+ ❞❡ ❧✬3+❛♣❡ ❞✬✐♥✐+✐❛❧✐0❛+✐♦♥ ❞❡
♥♦✉✈❡❛✉① ❛♠❡'0 ❞3♣❡♥❞ ❞✉ ✿
✕ ◆♦♠❜'❡ ❞✬❛♠❡'0 ? ✐♥✐+✐❛❧✐0❡'✳
✕ ◆♦♠❜'❡ ❞✬❛♠❡'0 ❞❛♥0 ❧❛ ❝❛'+❡✳
✕ ◆♦♠❜'❡ ❞❡ ♣❛'+✐❝✉❧❡0✳
❈♦♥+'❛✐'❡♠❡♥+ ? ❧✬❊❑❋✲❙▲❆▼✱ ❧❡ +❡♠♣0 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❡++❡ 3+❛♣❡ ♥❡ '❡♣'30❡♥+❡ ♣❛0
✉♥❡ '3❡❧❧❡ ❝♦♥+'❛✐♥+❡ ❝❛' ♥♦✉0 ❛✈♦♥0 ❝❤♦✐0✐ ❞✬✉+✐❧✐0❡' ✉♥❡ ✐♥✐+✐❛❧✐0❛+✐♦♥ ❞✐'❡❝+❡ ❣'I❝❡ ? ❧❛
♣❛'❛♠3+'✐0❛+✐♦♥ ♣❛' ✐♥✈❡'0❡ ❞❡ ♣'♦❢♦♥❞❡✉'✳ ❉❡ ♣❧✉0✱ ❧✬3+❛♣❡ ❞❡ ♣'♦❥❡❝+✐♦♥ ❞❡0 ❛♠❡'0 0✉'
❧❡ ♣❧❛♥ ✐♠❛❣❡ ❡0+ ❝♦♠♠✉♥❡ ❛✈❡❝ ❧✬3+❛♣❡ ❞❡ ♠✐0❡ ❡♥ ❝♦''❡0♣♦♥❞❛♥❝❡✳ ❖♥ ♣♦✉''❛ ❞♦♥❝
3✈✐+❡' ❞❡ '3❛❧✐0❡' ❝❡++❡ ♣'♦❥❡❝+✐♦♥ ❞❡✉① ❢♦✐0 0✐ ❧❡0 ❞❡✉① 3+❛♣❡0 0♦♥+ '3❛❧✐03❡0 ❞❡ ♠❛♥✐M'❡
03N✉❡♥+✐❡❧❧❡✳
❊❝❤❛♥%✐❧❧♦♥❛❣❡
❈❡++❡ 3+❛♣❡ ♠❡+ ? ❥♦✉' ❧❡ ♣♦✐❞0 ❞❡ ❝❤❛N✉❡ ♣❛'+✐❝✉❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞❡0 '30✉❧+❛+0 ❞❡
❧✬3+❛♣❡ ❞✬❡0+✐♠❛+✐♦♥✳ ❈❡++❡ ♠✐0❡ ? ❥♦✉' ❞3♣❡♥❞ ❞✉ ✿
✕ ◆♦♠❜'❡ ❞✬❡0+✐♠❛+✐♦♥0 '3❛❧✐03❡0✳
✕ ◆♦♠❜'❡ ❞❡ ♣❛'+✐❝✉❧❡0✳
❆♣'M0 ❛✈♦✐' ♠✐0 ? ❥♦✉' ❧❡ ♣♦✐❞0 ❞❡ ❝❤❛N✉❡ ♣❛'+✐❝✉❧❡✱ ❝❡++❡ 3+❛♣❡ ✈3'✐✜❡ N✉✬✉♥❡ ♣❛'+✐❝✉❧❡
♥✬❛ ♣❛0 ✉♥ ♣♦✐❞0 +'♦♣ ❢❛✐❜❧❡✳ ❙✐ ✉♥❡ ♣❛'+✐❝✉❧❡ '❡♣'30❡♥+❡ ✉♥❡ ♣'♦❜❛❜✐❧✐+3 +'♦♣ ❢❛✐❜❧❡✱ ❡❧❧❡
❡0+ '❡♠♣❧❛❝3❡ ♣❛' ✉♥❡ ❝♦♣✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛'+✐❝✉❧❡ ❛②❛♥+ ❧❡ ♣♦✐❞0 ❧❡ ♣❧✉0 3❧❡✈3✳ ▲❡ +❡♠♣0 ❞❡
❝❡++❡ 3+❛♣❡ ❞3♣❡♥❞ ❞✉ ♥♦♠❜'❡ ❞❡ ♣❛'+✐❝✉❧❡ ? '❡♠♣❧❛❝❡'✳
✹✳✸ ❱❛❧✐❞❛(✐♦♥ ❞✉ ❋❛-(❙▲❆▼
❉❛♥0 ❧❡ ❝❤❛♣✐+'❡ ✷✱ ❞❡0 ❡♥✈✐'♦♥♥❡♠❡♥+0 ❞❡ 0✐♠✉❧❛+✐♦♥ ♦♥+ 3+3 ❞3✜♥✐0 ♣♦✉' 3✈❛❧✉❡'
❧❡0 ❛❧❣♦'✐+❤♠❡0 ❞❡ ❙▲❆▼✳ ❈❡0 +'♦✐0 ❡♥✈✐'♦♥♥❡♠❡♥+0 '❡♣'30❡♥+❡♥+ ✉♥❡ ♣❡+✐+❡ 0❛❧❧❡✱ ✉♥❡
❣'❛♥❞❡ 0❛❧❧❡ ❡+ ✉♥ ❡♥0❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉❧♦✐'0✳ Q❧✉0✐❡✉'0 ❡①♣3'✐♠❡♥+❛+✐♦♥0 ♦♥+ 3+3 ❡♥'❡❣✐0+'3❡0
♣♦✉' 3✈❛❧✉❡' ❧✬❛❧❣♦'✐+❤♠❡ ❞❡ ♠❛♥✐M'❡ ✏♦✛✲❧✐♥❡✑✳ ❈❡0 ❡①♣3'✐♠❡♥+❛+✐♦♥0 ♦♥+ 3+3 '3❛❧✐03❡0
❣'I❝❡ ? ❧❛ ♣❧❛+❡❢♦'♠❡ ♠✐♥✐❇ ✭✈♦✐' ❙❡❝+✐♦♥✳ ✷✳✷✳✷✮✳ ❉❛♥0 ❝❡++❡ 0❡❝+✐♦♥✱ ❧❡ ❋❛0+❙▲❆▼ ❡0+
3✈❛❧✉3 ? ♣❛'+✐' ❞❡0 0✐♠✉❧❛+✐♦♥0 ❡+ ❞❡0 ❡①♣3'✐♠❡♥+❛+✐♦♥0 ❞3✜♥✐❡0 ❞❛♥0 ❧❡ ❝❤❛♣✐+'❡ ✷✳
✹✳✸✳✶ ❱❛❧✐❞❛)✐♦♥ ♣❛- ❙✐♠✉❧❛)✐♦♥
▲✬❛❧❣♦'✐+❤♠❡ ❡0+ 3✈❛❧✉3 0✉' ❧❡0 +'♦✐0 ❡♥✈✐'♦♥♥❡♠❡♥+0 ❞❡ 0✐♠✉❧❛+✐♦♥✳ ▲❡0 ✜❣✉'❡0 ✹✳✼
'❡♣'30❡♥+❡♥+ ❧❡0 '30✉❧+❛+0 ♦❜+❡♥✉0 ❞❛♥0 ❧✬❡♥✈✐'♦♥♥❡♠❡♥+ ✷✳ ▲❡0 '30✉❧+❛+0 ❞❡0 ❡♥✈✐'♦♥♥❡✲
♠❡♥+0 ✶ ❡+ ✸ 0❡ +'♦✉✈❡♥+ ❡♥ ❛♥♥❡①❡0 ✜❣✉'❡ ✻✳✸ ❡+ ✻✳✹✳
✹✳✸ ❱❛❧✐❞❛(✐♦♥ ❞✉ ❋❛-(❙▲❆▼ ✶✶✷
❚♦✉# ❞✬❛❜♦(❞✱ ❧✬❛♥❛❧②-❡ ❞❡ ❧✬❡((❡✉( ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ✭❋✐❣✳ ✸✳✹❞ ❡# ❋✐❣✳ ✹✳✼❞✮
♠♦♥#(❡ :✉❡ ❧✬❡((❡✉( ❝✉♠✉❧;❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ♣❛(❝♦✉(- ❡-# ❢❛✐❜❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉-✱ ❝❡##❡ ❡((❡✉( -❡♠❜❧❡
-#❛❜✐❧✐-;❡ ? ♣❛(#✐( ❞❡ ❧✬;#❛♣❡ ✹✵✵ ✭❢❡(♠❡#✉(❡ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡✮✱ ❜♦(♥;❡ ❡# ♣;(✐♦❞✐:✉❡✳ ❉❡ ♠A♠❡✱
❧❛ ❧♦❝❛❧✐-❛#✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥-❡♠❜❧❡ ❞❡- ❛♠❡(- ❡-# ♣(;❝✐-❡ ✿ ❧✬❡((❡✉( ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡-#
❞✬❡♥✈✐(♦♥ 0.2 rad×m➨✳
❆♣(E- ❛✈♦✐( ;#✉❞✐; ❧❛ ♣(;❝✐-✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦(✐#❤♠❡✱ ✐❧ ❢❛✉# ✈;(✐✜❡( ❧❛ ❝♦♥-✐-#❛♥❝❡ ❞❡- (;-✉❧✲
#❛#-✳ ◆♦#(❡ ❛❧❣♦(✐#❤♠❡ ❢♦✉(♥✐# ✉♥❡ ♣♦-✐#✐♦♥ ♣(;❝✐-❡ ♠❛✐- ❛✉--✐ ✉♥❡ ✐♥❝❡(#✐#✉❞❡ ❛--♦❝✐;❡ ?
❝❡##❡ ♣(;❝✐-✐♦♥✳ ▲❡- ❝♦✉❧♦✐(- ❞✬✐♥❝❡(#✐#✉❞❡- ✭❋✐❣✳ ✹✳✼❛ ❡# ✹✳✼❜✮ ♠♦♥#(❡♥# :✉❡ ❧✬❛❧❣♦(✐#❤♠❡
❡-# ❝♦♥-✐-#❛♥# ❞✉(❛♥# ❧❡ ♣(❡♠✐❡( #♦✉( ✭❥✉-:✉✬? ❧✬;#❛♣❡ ✹✵✵✮ ✿ ❧❡ ❝♦✉❧♦✐( ❞✬✐♥❝❡(#✐#✉❞❡ ✐♥❝❧✉
❧❛ ✈❛❧❡✉( ✵✱ ❛♣(E-✱ ✐❧ ❞❡✈✐❡♥# ✐♥❝♦♥-✐-#❛♥# :✉❡❧:✉❡ -♦✐# ❧❡ ♥♦♠❜(❡ ❞✬❛♠❡(- ♦✉ ❧❡ ♥♦♠❜(❡
❞❡ ♣❛(#✐❝✉❧❡-✳ ❈❡##❡ ✐♥❝♦♥-✐-#❛♥❝❡ ❡-# ✈;(✐✜;❡ ❣(M❝❡ ❛✉① ❞❡✉① ❣(❛♣❤✐:✉❡- (❡♣(;-❡♥#❛♥#
❧❡ ◆❊❊❙ -✉( ❧❛ ♣♦-✐#✐♦♥ ❞✉ ♠♦❜✐❧❡ ✭❋✐❣✳ ✹✳✼❡ ❡# ✹✳✼❢✮ ❡# ❞❡- ❛♠❡(- ✭❋✐❣✳ ✹✳✼✐ ❡# ✹✳✼❥✮✳
▲❛ ♣♦-✐#✐♦♥ ❞❡- ❛♠❡(-✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦-✐#✐♦♥ ❞✉ ♠♦❜✐❧❡✱ ❡-# #(E- ♦♣#✐♠✐-#❡✱ ❧✬✐♥✲
❝❡(#✐#✉❞❡ ❡-# #(♦♣ ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♠♣❛(;❡ ? ❧✬❡((❡✉( ❝♦♠♠✐-❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥#✱ ❧✬❡((❡✉( ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡
❝♦♠♠✐-❡ -✉( ❧❛ ♣♦-✐#✐♦♥ ❞❡- ❛♠❡(- (❡-#❡ ❢❛✐❜❧❡ ✭❋✐❣✳ ✹✳✼❣ ❡# ✹✳✼❤✮
❈❡##❡ ✐♥❝♦♥-✐-#❛♥❝❡ ❛ ;#; ;#✉❞✐;❡ ♣❛( ❇❛✐❧❡② ❡! ❛❧✳ ❬✹✺❪✳ ■❧ ♠❡# ❡♥ ;✈✐❞❡♥❝❡ ❧✬✐♥❝♦♥-✐-✲
#❛♥❝❡ ❞✉ ✜❧#(❡ -✉( ❧❡ ❧♦♥❣ #❡(♠❡✳ ❊♥ ❡✛❡#✱ ❧✬;#❛♣❡ ❞❡ (;;❝❤❛♥#✐❧❧♦♥♥❛❣❡ -✉♣♣(✐♠❡ ❞❡-
♣❛(#✐❝✉❧❡- ♣♦✉( -❡ ❝♦♥❝❡♥#(❡( -✉( ❧❛ ♣♦-✐#✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉- ♣(♦❜❛❜❧❡✳ ❈❡ (;;❝❤❛♥#✐❧❧♦♥♥❛❣❡
♣(♦✈♦:✉❡ ❧❛ -✉♣♣(❡--✐♦♥ ❞❡ ❝❛(#❡- :✉✐ (❡♥❞ ❧✬❡♥-❡♠❜❧❡ ✐♥❝♦♥-✐-#❛♥#✳ ■❧ ❡-# #♦✉# ❞❡ ♠A♠❡
(❡♠❛(:✉❛❜❧❡ :✉❡ ❝❡- ✐♥❝♦♥-✐-#❛♥❝❡- ♥❡ ♣❡(#✉(❜❡♥# :✉❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥# ❧❡- (;-✉❧#❛#- ❞❡ ♣(;✲
❝✐-✐♦♥✳
▲❡- ❝♦♥❝❧✉-✐♦♥- ✐--✉❡- ❞❡ ❝❡##❡ ❡♥✈✐(♦♥♥❡♠❡♥# (❡✢E#❡ ❧❡- (;-✉❧#❛#- ❞❡- ❞❡✉① ❛✉#(❡- ❡♥✲
✈✐(♦♥♥❡♠❡♥#-✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥#✱ ♦♥ (❡♠❛(:✉❡ :✉❡ ❧❛ :✉❛❧✐#; ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐-❛#✐♦♥ ❞;♣❡♥❞ ❞❡
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"❡❝♦♥%)"✉✐"❡ ❧✬❡♥✈✐"♦♥♥❡♠❡♥) ❡) ❞❡ %❡ ❧♦❝❛❧✐%❡"✳ ◆♦✉% ❛✈♦♥% ❝❤♦✐%✐ ❞❡ ♥♦✉% ❢♦❝❛❧✐%❡" %✉"
❧✬✐♠♣❧@♠❡♥)❛)✐♦♥ ❞✉ ❝O✉" ❞❡ ❧✬❛❧❣♦"✐)❤♠❡ ✿ ❧❡ ✜❧)"❡ ♣❛")✐❝✉❧❛✐"❡✳ ◆♦✉% ♥❡ )"❛✐)❡"♦♥%
♣❛% ❧✬@)❛♣❡ ❞❡ ❞@)❡❝)✐♦♥ ❞❡ ♣"✐♠✐)✐✈❡ ♥✐ ❧✬@)❛♣❡ ❞❡ ♠✐%❡ ❡♥ ❝♦""❡%♣♦♥❞❛♥❝❡✳ ▲✬@)❛♣❡ ❞❡
❞@)❡❝)✐♦♥ ❞❡ ♣"✐♠✐)✐✈❡ ✭❛❧❣♦"✐)❤♠❡ ❋❆❙❚✮ ❛ ❞@❥2 @)@ ✐♠♣❧@♠❡♥)@❡ ❛✈❡❝ %✉❝❝I% %✉" ✉♥❡
❛"❝❤✐)❡❝)✉"❡ ♣"♦❣"❛♠♠❛❜❧❡ ❬✽✼❪✳ ❉❡ ♠V♠❡✱ ❧✬@)❛♣❡ ❞❡ ♠✐%❡ ❡♥ ❝♦""❡%♣♦♥❞❛♥❝❡ ❛ ❞@❥2
❢❛✐) ❧✬♦❜❥❡) ❞❡ ♥♦♠❜"❡✉① )"❛✈❛✉① ❬✶✵✸❪✳ ❖♥ %❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥% ❧❡ ❝❛% ♦D ❧❡% ❝❛♣)❡✉"% ♥♦✉%
"❡)♦✉"♥❡♥) ❧✬✐❞❡♥)✐✜❛♥) ❞✬✉♥ ❛♠❡" ❛✐♥%✐ >✉❡ %❛ ♣♦%✐)✐♦♥ %✉" ❧✬✐♠❛❣❡✳
✹✳✹✳✶ ❉$✜♥✐(✐♦♥ ❞❡, ❜❧♦❝, ❢♦♥❝(✐♦♥♥❡❧,
Z♦✉" ♣♦✉✈♦✐" ❝♦♥❝❡✈♦✐" ✉♥ %②%)I♠❡ ❡✣❝❛❝❡✱ ✐❧ ❡%) ♥@❝❡%%❛✐"❡ ❞✬@)✉❞✐❡" ❧❡% ❜❡%♦✐♥%
❞❡ ♥♦)"❡ ❛❧❣♦"✐)❤♠❡✳ ◆♦✉% ❛✈♦♥% @)✉❞✐@ ❧❡% ❞@♣❡♥❞❛♥❝❡% )❡♠♣♦"❡❧❧❡% ❞❡ ❝❤❛>✉❡ ♣❛")✐❡
❞❡ ♥♦)"❡ ❛❧❣♦"✐)❤♠❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥)✱ ❧❡% )❡♠♣% ❞❡ )"❛✐)❡♠❡♥) ❞❡ ❝❡% ♣❛")✐❡% ♥❡ %♦♥) ♣❛%
✹✳✹ ❉#✜♥✐'✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❆.❝❤✐'❡❝'✉.❡ 1.♦❣.❛♠♠❛❜❧❡ ✶✶✺
✭❛✮ ❘!"✉❧%❛%" ❞✉ ♣)❡♠✐❡) %♦✉) ✭❜✮ ❘!"✉❧%❛%" ❞✉ "❡❝♦♥❞ %♦✉)
✭❝✮ ❘!"✉❧%❛%" ❞✉ %)♦✐"✐0♠❡ %♦✉) ✭❞✮ ❊))❡✉) ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ♣♦✉) ❧❡" ✷✷ ♣♦✐♥%" ❞❡ )!❢!)❡♥❝❡
❋✐❣✉$❡ ✹✳✽✿ ❘!"✉❧%❛%" ❡①♣!*✐♠❡♥%❛✉① ❞✉ ❋❛"%❙▲❆▼
✹✳✹ ❉#✜♥✐'✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❆.❝❤✐'❡❝'✉.❡ 1.♦❣.❛♠♠❛❜❧❡ ✶✶✻
❝♦♥#$❛♥$#✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉# ❧✬❛✈♦♥# ❢❛✐$ ❛✉ ❝❤❛♣✐$2❡ ✸✱ ♦♥ ♣2♦♣♦#❡ ❞❡ ❞6❝♦✉♣❡2 ❝❤❛7✉❡
♣❛2$✐❡ ❡♥ ♣❧✉#✐❡✉2# ❜❧♦❝# ❢♦♥❝$✐♦♥♥❡❧# ❛②❛♥$ ✉♥ $❡♠♣# ❞❡ $2❛✐$❡♠❡♥$ ❝♦♥#$❛♥$✳
❇❧♦❝$ ❋♦♥❝'✐♦♥♥❡❧$ ✭❇❋✮ ❉❡$❝-✐♣'✐♦♥ ▲✐❣♥❡$
✶✳ ❈❛❧❝✉❧ δs ❡' δθ
❈❛❧❝✉❧ ❞❡$ ❞7♣❧❛❝❡♠❡♥'$ 9 ♣❛-'✐- ❞❡$ ❞♦♥♥7❡$
♦❞♦♠7'-✐:✉❡$
✼ 9 ✾
✷✳ ▼♦❞?❧❡ ❞❡ ❞7♣❧❛❝❡♠❡♥' ❉7♣❧❛❝❡♠❡♥' ❞✉ ♥✉❛❣❡ ❞❡ ♣❛-'✐❝✉❧❡$ ✶✵
✸✳ ■♥✐'✐❛❧✐$❛'✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛♠❡- ■♥✐'✐❛❧✐$❛'✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛♠❡- ✸✾
✹✳ E-♦❥❡❝'✐♦♥ E-♦❥❡❝'✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛♠❡- $✉- ❧✬✐♠❛❣❡ ✶✻
✺✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ H ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡ H ✷✺
✻✳ ❊$'✐♠❛'✐♦♥ ❊$'✐♠❛'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐$❛'✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛♠❡- ✷✺
✼✳ ▼✐$❡ 9 ❥♦✉- ▼✐$❡ 9 ❥♦✉- ❞✉ ♣♦✐❞$ ❞❡$ ♣❛-'✐❝✉❧❡$ ✷✻✱ ✷✽
✽✳ ❘77❝❤❛♥'✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❘77❝❤❛♥'✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞✉ ♥✉❛❣❡ ❞❡ ♣❛-'✐❝✉❧❡$ ✸✷ 9 ✸✹
❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ❉!✜♥✐%✐♦♥ ❞❡) ❜❧♦❝) ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡❧)
❈❤❛7✉❡ ❜❧♦❝ ❢♦♥❝$✐♦♥♥❡❧ ❞6✜♥✐ ❞❛♥# ❧❡ $❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶ ❛ ✉♥ $❡♠♣# ❞❡ $2❛✐$❡♠❡♥$ ❝♦♥#$❛♥$
#✐ ❧❡ #②#$=♠❡ ♥✬✉$✐❧✐#❡ 7✉✬✉♥❡ #❡✉❧❡ ♣❛2$✐❝✉❧❡✳ ❖♥ ❡①♣2✐♠❡2❛ ❞♦♥❝ ❧❡ $❡♠♣# ❞❡ $2❛✐$❡♠❡♥$
❞❡# ❜❧♦❝# ❡♥ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜2❡ ❞❡ ♣❛2$✐❝✉❧❡#✳
✹✳✹✳✷ ❈❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ❛.❝❤✐0❡❝0✉.❡ ❛❞❛♣02❡
▲❡ ❋❛#$❙▲❆▼ ♣❡2♠❡$ E ✉♥ 2♦❜♦$ ♠♦❜✐❧❡ ❞❡ #❡ ❧♦❝❛❧✐#❡2 ❞❛♥# ✉♥ ❡♥✈✐2♦♥♥❡♠❡♥$
✐♥❝♦♥♥✉✳ ❈❡ $②♣❡ ❞✬❛❧❣♦2✐$❤♠❡ ❡#$ ♣2✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥$ ✉$✐❧✐#6 ❡♥ 2♦❜♦$✐7✉❡ ♠♦❜✐❧❡ ♣♦✉2 ♣❡2✲
♠❡$$2❡ ❛✉ 2♦❜♦$ ❞✬♦❜$❡♥✐2 ✉♥❡ ♣❧✉# ❣2❛♥❞❡ ❛✉$♦♥♦♠✐❡✳ ❈❡$$❡ ❝♦♥❞✐$✐♦♥ ♥♦✉# ✐♠♣♦#❡
❞✬✉$✐❧✐#❡2 ✉♥❡ ❛2❝❤✐$❡❝$✉2❡ 7✉✐ ♣❡✉$ H$2❡ ❡♠❜❛27✉6❡ #✉2 ✉♥❡ ♣❧❛$❡❢♦2♠❡ ❞❡ $❛✐❧❧❡ 26✲
❞✉✐$❡✳ ❉❛♥# ❧❡# ❝❤❛♣✐$2❡# ♣26❝6❞❡♥$#✱ ♥♦✉# ❛✈♦♥# 6$✉❞✐6 ❞❡✉① ❛2❝❤✐$❡❝$✉2❡# ❞✐✛62❡♥$❡# ✿
✉♥ ❖▼❆L✸✺✸✵ ❡$ ✉♥ ❖▼❆L✹✹✻✵✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥$✱ ❝❡# ❛2❝❤✐$❡❝$✉2❡# ♥❡ #♦♥$ ♣❛# 26❡❧❧❡♠❡♥$
❛❞❛♣$6❡# ❛✉ ❋❛#$❙▲❆▼✳ ❊♥ ❡✛❡$✱ ❧❡ ❋❛#$❙▲❆▼ 26❛❧✐#❡ ♣❧✉#✐❡✉2# ❜♦✉❝❧❡# ❞❡ ❝❛❧❝✉❧# ✐♥❞6✲
♣❡♥❞❛♥$# ♣♦✉2 ❝❤❛7✉❡ ♣❛2$✐❝✉❧❡ ✿ ❝❡# ❝❛❧❝✉❧# ♣❡✉✈❡♥$ H$2❡ 26❛❧✐#6# ❞❡ ♠❛♥✐=2❡ ♣❛2❛❧❧=❧❡✳
▲❡# ♣2♦❝❡##❡✉2# ❖▼❆L✸✺✸✵ ❡$ ❧❡ ❖▼❆L✹✹✻✵ ♥❡ ❞✐#♣♦#❡♥$ 7✉❡ ❞❡ ❞❡✉① ❝Q✉2# ❡$ ♥❡
#♦♥$ ❞♦♥❝ ♣❛# ❛❞❛♣$6# ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ♠❛##✐✈❡♠❡♥$ ♣❛2❛❧❧=❧❡✳
▲❡# ❛2❝❤✐$❡❝$✉2❡# ♠❛##✐✈❡♠❡♥$ ♣❛2❛❧❧=❧❡# #❡ ❞6✈❡❧♦♣♣❡♥$ ❞❡ ♠❛♥✐=2❡ $2=# ✐♠♣♦2$❛♥$❡
❞❡♣✉✐# 7✉❡❧7✉❡# ❛♥♥6❡#✳ ▲❡ ●L❯ ✭●2❛♣❤✐❝# L2♦❝❡##✐♥❣ ❯♥✐$✮ ❡#$ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛2❝❤✐✲
$❡❝$✉2❡ ♠❛##✐✈❡♠❡♥$ ♣❛2❛❧❧=❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥$✱ ❧❡# ●L❯ ❡♠❜❛27✉❛❜❧❡# #✉2 ✉♥ 2♦❜♦$ ♠♦❜✐❧❡
#♦♥$ ❡♥❝♦2❡ ❛✉❥♦✉2❞✬❤✉✐ $2=# 2❛2❡# ❡$ ♣❡✉ ♣❡2❢♦2♠❛♥$#✳ ▲✬✉♥❡ ❞❡# ♣❧❛$❡❢♦2♠❡# ♠❛##✐✈❡✲
♠❡♥$ ♣❛2❛❧❧=❧❡# ❡♠❜❛27✉6❡# ❡#$ ■▼❆L❈❆❘ ❬✶✵✹❪✳ ❈❡ ♣2♦❝❡##❡✉2✱ ❝♦♥[✉ ♣❛2 ◆❊❈✱ ❡#$
❞6❞✐6 E ❧❛ 26❛❧✐#❛$✐♦♥ ❞❡ 2❡❝♦♥♥❛✐##❛♥❝❡ ❞✬✐♠❛❣❡# ❡♥ ✉$✐❧✐#❛♥$ ❞❡# ❢♦♥❝$✐♦♥# ❛✈❛♥❝6❡# ❞❡
$2❛✐$❡♠❡♥$ ♣❛2❛❧❧=❧❡ ♣♦✉2 ❧❡# #②#$=♠❡# ❞❡ #6❝✉2✐$6 ❛✉$♦♠♦❜✐❧❡✳ ❈❡$$❡ ♣❧❛$❡❢♦2♠❡ 2❡#$❡
❝❡♣❡♥❞❛♥$ ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥$ ❛❝❝❡##✐❜❧❡✳
L♦✉2 ♦❜$❡♥✐2 ✉♥❡ ❛2❝❤✐$❡❝$✉2❡ ♠❛##✐✈❡♠❡♥$ ♣❛2❛❧❧=❧❡✱ ❛❞67✉❛$❡ E ❧✬❛❧❣♦2✐$❤♠❡ ❋❛#$❙✲
▲❆▼✱ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ♦♣$6 ♣♦✉2 ✉♥❡ ❛2❝❤✐$❡❝$✉2❡ 2❡❝♦♥✜❣✉2❛❜❧❡ E ❜❛#❡ ❞❡ ❋L●❆ ✭❋✐❡❧❞✲
L2♦❣2❛♠♠❛❜❧❡ ●❛$❡ ❆22❛②✮✳ ▲✬✉$✐❧✐#❛$✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛2❝❤✐$❡❝$✉2❡ ❞6❞✐6❡ ❛ ❞6♠♦♥$26 ❞❡ ❜♦♥#
✹✳✹ ❉#✜♥✐'✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❆.❝❤✐'❡❝'✉.❡ 1.♦❣.❛♠♠❛❜❧❡ ✶✶✼
❇❧♦❝$ ❋♦♥❝'✐♦♥♥❡❧$
✭❇❋✮
❚❡♠♣$ ❞✬❡①❡❝✉'✐♦♥
♣❛4 ✐'54❛'✐♦♥
✭♥♦♠❜4❡ ❞❡ ❝②❝❧❡ ✴
♣❛4 ♣❛4'✐❝✉❧❡✮
◆♦♠❜4❡ ♠♦②❡♥
❞✬♦❝❝✉4❡♥❝❡ ♣❛4
♠✐$❡ : ❥♦✉4
❚❡♠♣$ ♠♦②❡♥
❞✬❡①❡❝✉'✐♦♥ ♣♦✉4
✷✵✵ ♣❛4'✐❝✉❧❡$
✭µs✮
✶✳ ❈❛❧❝✉❧ δs ❡' δθ ✹✷ ✶ ✶✻✽
✷✳ ▼♦❞E❧❡ ❞❡
❞5♣❧❛❝❡♠❡♥'
✶✵✾ ✶ ✹✸✻
✸✳ ■♥✐'✐❛❧✐$❛'✐♦♥ ❞✬✉♥
❛♠❡4
✽✻ ✵✳✹ ✶✸✻
✹✳ I4♦❥❡❝'✐♦♥ ✹✶✻ ✶✹✳✶ ✷✸✹✻✵
✺✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ H ✶✸✸✾ ✾✳✻ ✺✶✹✶✻
✻✳ ❊$'✐♠❛'✐♦♥ ✷✶✶✺ ✾✳✻ ✽✶✷✶✻
✼✳ ▼✐$❡ : ❥♦✉4 ✶✻✽ ✾✳✻ ✻✹✺✵
✽✳ ❘55❝❤❛♥'✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ✷✷✵✵✵ ✶✳✸ ✺✼✷
❚♦'❛❧ ✿ ✶✻✸✳✽✺ ms
❚❛❜❧❡ ✹✳✷✿ ❚❡♠♣$ ❞✬❡①❡❝✉*✐♦♥ ♣❛/ ♣❛/*✐❝✉❧❡ ❞❡$ ❜❧♦❝$ ❢♦♥❝*✐♦♥♥❡❧$ $✉/ ❧❡ ♣/♦❝❡$$❡✉/ ◆■❖❙✷
 !"✉❧%❛%" ❞❛♥" ❧❡ ❝❛" ❞❡ ❝❛❧❝✉❧" ♠❛""✐✈❡♠❡♥% ♣❛ ❛❧❧/❧❡"✳ ❊♥ ♣❛ %✐❝✉❧✐❡ ✱ ❇♦%❡ ♦ ❡! ❛❧✳ ❬✽❪
♦♥% ♣ ♦♣♦"! ✉♥❡ ❛ ❝❤✐%❡❝%✉ ❡ ❞!❞✐!❡✱ ❞❛♥" ❧❡ ❝❛❞ ❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦ ✐%❤♠❡ ❞❡ ❙▲❆▼✱ ♣♦✉ 
❧❛ ❞!%❡❝%✐♦♥ ❞✬❛♠❡ "✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥%✱ ❧❡ ✜❧% ❡ ✭❊❑❋✲❙▲❆▼✮ ❡"% ❡①!❝✉%! "✉ ✉♥ ♣ ♦❝❡""❡✉ 
"♦❢%❝♦ ❡ ✭▼✐❝ ♦❇❧❛③❡✮✳ ▲✬✉%✐❧✐"❛%✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛ ❝❤✐%❡❝%✉ ❡ ❞!❞✐!❡ ❛ ♣❡ ♠✐" ❞✬♦❜%❡♥✐ ✉♥❡ ❞!✲
%❡❝%✐♦♥ ❞❡" ♣ ✐♠✐%✐✈❡" J ❧❛ ❢ !K✉❡♥❝❡ ♣✐①❡❧✳ ❉❛♥" ♥♦% ❡ ❝❛"✱ ♥♦✉" ♥♦✉" ❝♦♥❝❡♥% ❡ ♦♥" "✉ 
❧❛ ❞!✜♥✐%✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛ ❝❤✐%❡❝%✉ ❡✱ ❢♦ %❡♠❡♥% ♣❛ ❛❧❧/❧❡✱ ♠❛%! ✐❡❧❧❡ ❞!❞✐!❡ ❛✉ ❋❛"%❙▲❆▼✳
✹✳✹✳✸ ❖✉%✐❧( ❞✬+✈❛❧✉❛%✐♦♥ %❡♠♣♦3❡❧❧❡
M♦✉ ❛♥❛②❧"❡ ❧❡" ♣❡ ❢♦ ♠❛♥❝❡" ❞✬✉♥ ❜❧♦❝ ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡❧✱ ✐❧ ❡"% ♥!❝❡""❛✐ ❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡ 
"♦♥ %❡♠♣" ❞❡ % ❛✐%❡♠❡♥%✳ M♦✉ ❝❡❧❛✱ ♦♥ ✉%✐❧✐"❡ ✉♥ %✐♠❡ ♠❛%! ✐❡❧ K✉✐ ♣❡ ♠❡% ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡ 
❧❡ %❡♠♣" ❞✬!①❡❝✉%✐♦♥ ❞✬✉♥ ❜❧♦❝ ❡♥ ♥♦♠❜ ❡ ❞❡ ❝②❝❧❡ ♣ ♦❝❡""❡✉ ✳ ▲❡ %❡♠♣" ❞✬!①❡❝✉%✐♦♥
❡♥ "❡❝♦♥❞❡" ❞!♣❡♥❞ ❞✉ ♥♦♠❜ ❡ ❞❡ ❝②❝❧❡ ❛✐♥"✐ K✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢ !K✉❡♥❝❡ ❞✉ ♣ ♦❝❡""❡✉ ✳
▲❡ %❡♠♣" ❞✬!①❡❝✉%✐♦♥ ❞!♣❡♥❞ % /" "♦✉✈❡♥% ❞❛♥" ♥♦% ❡ ❝❛" ❞✉ ♥♦♠❜ ❡ ❞❡ ♣❛ %✐❝✉❧❡"✳ ■❧
"❡ ❛ ❞♦♥❝ ♥♦ ♠❛❧✐"! ♣❛  ❛♣♣♦ % ❛✉ ♥♦♠❜ ❡ ❞❡ ♣❛ %✐❝✉❧❡"✳ M♦✉ ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❛ ❧❡
%❡♠♣" ❞❡ % ❛✐%❡♠❡♥% ♣♦✉ ✶✵✵ ♣❛ %✐❝✉❧❡" ♣✉✐" ♦♥ ❧❡ ❞✐✈✐"❡ ❛ ♣❛ ✶✵✵✳
✹✳✹✳✹ ❚❡♠♣( ❞✬❡①+❝✉%✐♦♥ ❞❡( ❜❧♦❝( ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡❧(
❖♥ ❡✛❡❝%✉❡ ✉♥❡ ♣ ❡♠✐/ ❡ ❛♥❛❧②"❡ ❞✉ %❡♠♣" ❞❡ % ❛✐%❡♠❡♥% ❞❡ ❝❤❛K✉❡ ❜❧♦❝ ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡❧
"✉ ❧❡ ♣ ♦❝❡""❡✉ ◆■❖❙✷✳ M♦✉ ❝❡%%❡ !%✉❞❡✱ ♥♦✉" ❛✈♦♥" ❝❤♦✐"✐ ❞✬✉%✐❧✐"❡ ❧❡ ◆■❖❙✷ ❧❡
♣❧✉" ♣❡ ❢♦ ♠❛♥% ✐♥❝❧✉❛♥% ❞❡" ♠✉❧%✐♣❧✐❝❛%❡✉ " ❡% ❞❡" ❞✐✈✐"❡✉ " ♠❛%! ✐❡❧"✳ ▲❡ %❡♠♣" %♦%❛❧
❞❡ % ❛✐%❡♠❡♥% ❡"% ❞✬❡♥✈✐ ♦♥ ✶✻✸✳✽✺ ♠" ♣♦✉ ✷✵✵ ♣❛ %✐❝✉❧❡"✳ ❈♦♠♠❡ ❧✬❊❑❋❙▲❆▼✱ ❧❛
♠❛❥❡✉ ❡ ♣❛ %✐❡ ❞✉ %❡♠♣" ❞❡ % ❛✐%❡♠❡♥% ❡"% ❝♦♥"❛❝ !❡ ❛✉① ❝❛❧❝✉❧" ❞❡ ❧✬❡"%✐♠❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛
♣♦"✐%✐♦♥ ❞❡" ❛♠❡ "✳ ❈❡ ❜❧♦❝ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧"  ❡♣ !"❡♥%❡ ✹✾✳✺✪ ❞✉ %❡♠♣" %♦%❛❧ ❞❡ % ❛✐%❡♠❡♥%✳
✹✳✹ ❉#✜♥✐'✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❆.❝❤✐'❡❝'✉.❡ 1.♦❣.❛♠♠❛❜❧❡ ✶✶✽
✹✳✹✳✺ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛+✐♦♥. ❞❡. ❤②♣♦+❤3.❡.
✹✳✹✳✺✳✶ ▼♦❞(❧✐+❛-✐♦♥ ❞✉ 0♦❜♦-
 !"❝"❞❡♠♠❡♥(✱ ♥♦✉, ❛✈♦♥, ❞"✜♥✐ (!♦✐, !❡♣2!❡, ❞✐✛"!❡♥(, ✿ ❧❡ !❡♣2!❡ ❣❧♦❜❛❧✱ ❧❡ !❡♣2!❡
❝❛♠"!❛ ❡( ❝❡❧✉✐ ❞✉ ♠♦❜✐❧❡✳ ❊①♣"!✐♠❡♥(❛❧❡♠❡♥(✱ ❧❛ ♣♦,✐(✐♦♥ ❞✉ !❡♣2!❡ ❝❛♠"!❛ ❡,( (!2,
♣!♦❝❤❡ ❞✉ ❝❡♥(!❡ ❞❡ ❧✬❡,,✐❡✉ ✭!❡♣2!❡ ♠♦❜✐❧❡✮✳  ♦✉! ,✐♠♣❧✐✜❡! ❧❡, "?✉❛(✐♦♥, ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥(
❞❡ !❡♣2!❡✱ ♦♥ ❝♦♥,✐❞2!❡ ?✉❡ ❧❛ ❝❛♠"!❛ ❡,( ♣♦,✐(✐♦♥♥"❡ ❡①❛❝(❡♠❡♥( ❛✉ ♠@♠❡ ♥✐✈❡❛✉ ?✉❡
❧❡ !❡♣2!❡ ♠♦❜✐❧❡✳
✹✳✹✳✺✳✷ ❘❡♣0(+❡♥-❛-✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛0-❡
▼♦♥(❡♠❡!❧♦ ❡! ❛❧✳ ❬✸❪ ♦♥( ♣!♦♣♦," ✉♥❡ ✐♠♣❧❛♥(❛(✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦!✐(❤♠❡ ❡♥ ✉(✐❧✐,❛♥( ✉♥
❛!❜!❡ ❜✐♥❛✐!❡ ♣♦✉! !❡♣!",❡♥(❡! ❧❛ ❝❛!(❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐!♦♥♥❡♠❡♥(✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥(✱ ❝❡ ♠♦❞❡ ❞❡ !❡✲
♣!",❡♥(❛(✐♦♥ ❛ "(" !❡❧❛(✐✈❡♠❡♥( ❝♦♥(❡,("✳  ❛! ❡①❡♠♣❧❡✱ ❙✐♠ ❬✶✵✺❪ ♠♦♥(!❡ ?✉❡ ❧❡ (❡♠♣,
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦!✐(❤♠❡ ♥✬❛((❡✐♥( ♣❛, ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐(" ,♦✉❤❛✐("❡ ♠❛✐, !❡,(❡ ♣❧✉, ✐♠♣♦!✲
(❛♥( ?✉❡ ♣!"✈✉✳  ❧✉,✐❡✉!, ❤②♣♦(❤2,❡, ,♦♥( "♠✐,❡,✳ ❊♥ ♣❛!(✐❝✉❧✐❡!✱ ❙✐♠ ❬✶✵✺❪ ,♦✉❧✐❣♥❡ ❧❡
❢❛✐( ?✉❡ ❧✬"(❛♣❡ ❞❡ !""❝❤❛♥(✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ✈❛ ❢!❛❣♠❡♥(❡! ❧❛ ♠"♠♦✐!❡✳ ❊♥ ❡✛❡(✱ ❧❡, ❝❛!(❡, ,♦♥(
!❡♣!",❡♥("❡, ♣❛! ❞❡, ❛!❜!❡, ♣✉✐, ❝♦♣✐"❡, ♣❛!(✐❡❧❧❡♠❡♥(✳ ■❧ ❡,( ✐♠♣♦,,✐❜❧❡ ?✉❡ ❧❡, ❝❛!(❡,
,♦✐❡♥( !❡♣!",❡♥("❡, ❞❡ ♠❛♥✐2!❡ ❧✐♥"❛✐!❡ ❡♥ ♠"♠♦✐!❡✳ ❖!✱ ❧✬❛❝❝2, ♥♦♥ ❧✐♥"❛✐!❡ ❡♥ ♠"♠♦✐!❡
❡,( ♣❧✉, ❝♦O(❡✉① ❡♥ (❡♠♣, ❞✬❛❝❝2, ?✉✬✉♥ ❛❝❝2, ❧✐♥"❛✐!❡✳ ❈❡((❡ ❢!❛❣♠❡♥(❛(✐♦♥ ♣!♦✈♦?✉❡
✉♥❡ ❤❛✉,,❡ ✐♠♣♦!(❛♥(❡ ❞✉ (❡♠♣, ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳
◆♦✉, ❝❤♦✐,✐,,♦♥, ❞❡ !❡♣!",❡♥(❡! ❧❡, ❝❛!(❡, ♣❛! ✉♥ (❛❜❧❡❛✉ ❧✐♥"❛✐!❡✳ ❈❡((❡ !❡♣!",❡♥(❛✲
(✐♦♥ ♣❡!♠❡( ❞❡ ♥❡ ♣❛, ❢!❛❣♠❡♥(❡! ❧❛ ♠"♠♦✐!❡ ❡( ❞✬♦❜(❡♥✐! ✉♥ (❡♠♣, ❞❡ (!❛✐(❡♠❡♥(
❞"(❡!♠✐♥✐,(❡ ❧♦!, ❞❡ ❧❛ ❝♦♣✐❡ ❞✬✉♥ ❛!❜!❡ ♦✉ ❞❡ ❧✬❡,(✐♠❛(✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛♠❡!✳ ❊♥✜♥✱ ❝❡ ❝❤♦✐①
,✉♣♣!✐♠❡ (♦✉(❡ ❛❧❧♦❝❛(✐♦♥ ❞②♥❛♠✐?✉❡ ❞❡ ♠"♠♦✐!❡✱ ❧❡, ❝❛!(❡, ,♦♥( ❛❧❧♦✉"❡, ❛✉ ❧❛♥❝❡♠❡♥(
❞✉ ♣!♦❝❡,,✉,✳
✹✳✹✳✻ ❘❡♣67.❡♥+❛+✐♦♥ ❞❡. ✈❛6✐❛❜❧❡.
▲✬❛♥❛❧②,❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦!✐(❤♠❡ ❛ ♣❡!♠✐, ❞❡ ❞"❝♦♠♣♦,❡! ❧❡ (!❛✐(❡♠❡♥( ❡♥ ❜❧♦❝,
❢♦♥❝(✐♦♥♥❡❧,✳ ❊❧❧❡ ❛ ♠✐, ❡♥ ❛✈❛♥( ❧❡, ❜❡,♦✐♥, ✐♠♣♦!(❛♥(, ❡♥ (❡!♠❡ ❞❡ ♠"♠♦✐!❡ ❞✉, R
❧✬✉(✐❧✐,❛(✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜!❡ ✐♠♣♦!(❛♥( ❞❡ ♣❛!(✐❝✉❧❡, ❡( ❞✬❛♠❡!,✳
▲❡, (❡♠♣, ❞✬❛❝❝2, R ❧❛ ♠"♠♦✐!❡ ,♦♥( ✉♥ ❞❡, ❢❛❝(❡✉!, ❧✐♠✐(❛♥( ♣♦✉! ✉♥❡ ❛!❝❤✐(❡❝(✉!❡
♠❛("!✐❡❧❧❡✳ ■❧ ❡,( ♥"❝❡,,❛✐!❡ ❞❡ !❡♣!",❡♥(❡! ❧❡ ♣❧✉, ❡✣❝❛❝❡♠❡♥( ♣♦,,✐❜❧❡ ❧❡, ❞✐✛"!❡♥(❡,
✈❛!✐❛❜❧❡, ❞✉ ,②,(2♠❡ ♣♦✉! ♠✐♥✐♠✐,❡! ❝❡, ❛❝❝2,✳
✹✳✹✳✻✳✶ 8♦+✐-✐♦♥ ❞✉ 0♦❜♦-
▲❡ ❋❛,(❙▲❆▼ ✉(✐❧✐,❡ ✉♥ ✜❧(!❡ ♣❛!(✐❝✉❧❛✐!❡ ♣♦✉! !❡♣!",❡♥(❡! ❧❛ ♣♦,✐(✐♦♥ ❞✉ !♦❜♦(✳
❈❤❛?✉❡ ♣❛!(✐❝✉❧❡ ❡,( !❡♣!",❡♥("❡ ♣❛! ?✉❛(!❡ ✈❛!✐❛❜❧❡, x✱ y✱ θ✱ p✳ ▲❡, ❞❡✉① ♣!❡♠✐2!❡,
✈❛!✐❛❜❧❡, !❡♣!",❡♥(❡♥( ❧❛ ♣♦,✐(✐♦♥ ❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥,✐♦♥, ❞✉ ♠♦❜✐❧❡ ❞❛♥, ❧❡ ♣❧❛♥✱ θ ,♦♥
♦!✐❡♥(❛(✐♦♥ ❡( ρ ❧❛ ♣!♦❜❛❜✐❧✐(" ❞❡ ❧❛ ♣❛!(✐❝✉❧❡✳
✹✳✹ ❉#✜♥✐'✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❆.❝❤✐'❡❝'✉.❡ 1.♦❣.❛♠♠❛❜❧❡ ✶✶✾
❖♥ "❡♣"%&❡♥'❡ ❧❡& ✈❛"✐❛❜❧❡& &♦✉& ❧❛ ❢♦"♠❡ ✿
✕ x/y ✿ ✉♥ ❡♥'✐❡" &✐❣♥% &✉" ✸✷ ❜✐'& ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣"%❝✐&✐♦♥ ❛✉ ❝❡♥'✐7♠❡ ❞❡ ♠✐❧❧✐♠7'"❡✳
✕ θ ✿ ✉♥ ❡♥'✐❡" ♥♦♥ &✐❣♥% &✉" ✸✷ ❜✐'& "❡♣"%&❡♥'❛♥' ❧✬♦"✐❡♥'❛'✐♦♥ ❞✉ ♠♦❜✐❧❡ ❞❡ −π ; π✳
✕ p ✿ ✉♥ ❡♥'✐❡" ♥♦♥ &✐❣♥% &✉" ✸✷ ❜✐'& "❡♣"%&❡♥'❛♥' ❧❡ ♣♦✐❞& ❞❡ ❧❛ ♣❛"'✐❝✉❧❡ ❛❧❧❛♥' ❞❡
0 ; 4294967295✳
❈❤❛>✉❡ ♣❛"'✐❝✉❧❡ ❡&' "❡♣"%&❡♥'%❡ ♣❛" ✹ ❡♥'✐❡"& ❞❡ ✸✷ ❜✐'&✳ ❉❡& &✐♠✉❧❛'✐♦♥& ♦♥' %'%
"%❛❧✐&%❡& ♣♦✉" ✈❛❧✐❞❡" ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝❡& "❡♣"%&❡♥'❛'✐♦♥& ✭❙❡❝✳ ✹✳✻✮✳ ❊♥ "❡♣"%&❡♥'❛♥' ❧❡&
✈❛"✐❛❜❧❡& &✉" &❡✉❧❡♠❡♥' ✶✻ ❜✐'&✱ ❞❡& ❛♣♣"♦①✐♠❛'✐♦♥& '"7& ✐♠♣♦"'❛♥'❡& &♦♥' "%❛❧✐&%❡& ❡'
❧❡& "%&✉❧'❛'& ♥❡ &♦♥' ♣❧✉& &❛'✐&❢❛✐&❛♥'&✳
✹✳✹✳✻✳✷ ❘❡♣)*+❡♥-❛-✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛)-❡
❈❤❛>✉❡ ♣❛"'✐❝✉❧❡ ♣♦&&7❞❡ &❛ ♣"♦♣"❡ ❝❛"'❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐"♦♥♥❡♠❡♥'✱ ❝♦♠♣♦&%❡ ❞✬❛♠❡"&✳
❯♥ ❛♠❡" ❡&' "❡♣"%&❡♥'% ♣❛" ✺ ✈❛"✐❛❜❧❡& (xi, yi, θi, ϕi, ρi) ✿
✕ x, y ✿ ❧❛ ♣♦&✐'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛♠%"❛ ❧♦"& ❞❡ ❧❛ ♣"❡♠✐7"❡ ♦❜&❡"✈❛'✐♦♥✳
✕ θ, ϕ ✿ ❧✬❛③✐♠✉'❤ ❡' ❧✬%❧%✈❛'✐♦♥ ❞✉ ✈❡❝'❡✉" ♣♦✐♥'❛♥' ✈❡"& ❧✬❛♠❡"✳
✕ ρ ✿ ❧✬✐♥✈❡"&❡ ❞❡ ❧❛ ♣"♦❢♦♥❞❡✉" &✉✐✈❛♥' ❧❡ ✈❡❝'❡✉" ❞✐"❡❝'❡✉"✳
❖♥ "❡♣"%&❡♥'❡ ❝❡& ✈❛"✐❛❜❧❡& ♣❛" ✿
✕ x/y ✿ ✉♥ ❡♥'✐❡" &✐❣♥% &✉" ✸✷ ❜✐'& ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣"%❝✐&✐♦♥ ❛✉ ❞✐①✐7♠❡ ❞❡ ♠✐❧❧✐♠7'"❡✳
✕ θ/ϕ ✿ ❞❡✉① ❡♥'✐❡"& ♥♦♥ &✐❣♥%& ✸✷ ❜✐'& "❡♣"%&❡♥'❛♥' ❧✬❛③✐♠✉'❤ ❞❡ −π ; π ❡' ❧✬%❧%✈❛'✐♦♥
❞❡ −π/2 ; π/2✳
✕ ρ ✿ ✉♥ ❡♥'✐❡" ♥♦♥ &✐❣♥% ✸✷ ❜✐'&✳
❖♥ ❛&&♦❝✐❡ ❛✉① ✈❛"✐❛❜❧❡& θ, ϕ, ρ ✉♥❡ ♠❛'"✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛"✐❛♥❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥&✐♦♥ 3 × 3 ❢♦"♠%❡
❞❡ ✾ ❡♥'✐❡"& &✐❣♥%& ❝♦❞%& &✉" ✸✷ ❜✐'&✳ ❈❤❛>✉❡ ❛♠❡" ❡&' ❞♦♥❝ "❡♣"%&❡♥'% ♣❛" ✶✹ ❡♥'✐❡"&
❞❡ ✸✷ ❜✐'& &♦✐❡♥' ✹✹✽ ❜✐'& ♣❛" ❛♠❡"✳
✹✳✹✳✻✳✸ ❈❛♣❛❝✐-* ♠*♠♦✐)❡
◆♦✉& ❛✈♦♥& ✈✉ ♣"%❝%❞❡♠♠❡♥' >✉❡ ❧❡ ❋❛&'❙▲❆▼ '"❛✐'❡ ❞❡ ♥♦♠❜"❡✉&❡& ♣❛"'✐❝✉❧❡& ❡'
>✉❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞✐&♣♦&❡ ❞❡ &❛ ♣"♦♣"❡ ❝❛"'❡✳ ▲❡ ♥♦♠❜"❡ ❞✬❛♠❡"& ❞❛♥& ✉♥❡ ❝❛"'❡ ♥❡ ♣❡✉' ♣❛&
S'"❡ ❧✐♠✐'% &❛✉❢ ❞❛♥& ❧❡ ❝❛& ♦✉ ❧✬♦♥ &✉♣♣"✐♠❡"❛✐' ❞❡& ❛♠❡"& ♣♦✉" ❡♥ ✐♥&%"❡" ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉①✳
❉❡ ♠S♠❡✱ ✐❧ ♥✬❡①✐&'❡ ♣❛& ✉♥ ♥♦♠❜"❡ ♦♣'✐♠❛❧ ❞❡ ♣❛"'✐❝✉❧❡& ✿ ✐❧ ❞%♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ '❛✐❧❧❡ ❞❡
❧✬❡♥✈✐"♦♥♥❡♠❡♥' ❡' ❞❡ ❧❛ >✉❛❧✐'% ❞❡ ❧♦❝❛❧✐&❛'✐♦♥ &♦✉❤❛✐'%❡✳
▲❛ ✜❣✉"❡ ✹✳✾ "❡♣"%&❡♥'❡ ❧✬❡&♣❛❝❡ ♠%♠♦✐"❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥%❝❡&&❛✐"❡ ❡♥ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜"❡
❞✬❛♠❡"& ❡' ❞✉ ♥♦♠❜"❡ ❞❡ ♣❛"'✐❝✉❧❡&✳ U❛" ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉" ✶✵✵ ♣❛"'✐❝✉❧❡& ❡' ✺✵ ❛♠❡"&✱
❧✬❛❧❣♦"✐'❤♠❡ ❛ ❜❡&♦✐♥ ❞❡ ✵✳✷✻▼♦ ❞❡ ♠%♠♦✐"❡✳ U♦✉" ✺✵✵ ♣❛"'✐❝✉❧❡& ❡' ✺✵✵ ❛♠❡"&✱ ❧✬❡&♣❛❝❡
♠%♠♦✐"❡ ♥%❝❡&&❛✐"❡ ❡&' ❞❡ ✶✸✳✸▼♦✳
✹✳✹✳✼ ❖✉%✐❧( ❞❡ ❞+✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥%
▲❛ ❝"%❛'✐♦♥ ❞❡ ❜❧♦❝ ❞❡ '"❛✐'❡♠❡♥' ❤❛"❞✇❛"❡ ❡&' &♦✉✈❡♥' ❧♦♥❣✉❡ ❡' ❝♦♠♣❧✐>✉%❡ ❧♦"&>✉❡
❧✬✉'✐❧✐&❛'❡✉" ❞♦✐' ❞%✈❡❧♦♣♣❡" ❞✐"❡❝'❡♠❡♥' ❡♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ❞❡&❝"✐♣'✐♦♥ ♠❛'%"✐❡❧✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥'

✹✳✹ ❉#✜♥✐'✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❆.❝❤✐'❡❝'✉.❡ 1.♦❣.❛♠♠❛❜❧❡ ✶✷✶
❆❧❣♦&✐(❤♠ ✹✳✷ ❋♦♥❝$✐♦♥ & ✐♠♣❧❛♥$❡, & ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❈✷❍
✶✿ ★define size 100
✷✿ void fonction(❛❧$❴✸✷ ✯❛✱ ❛❧$❴✸✷ ✯❜✱ ❛❧$❴✻✹ ✯❝✱ ❛❧$❴✻✹ ✯❞✮④
✸✿ altu32i;
✹✿ ❢♦& ✭i = 0; i < 100; i++✮ ❞♦
✺✿ c[i] = a[i]× b[i];
✻✿ d[i] = a[i] + b[i];
✼✿ ❡♥❞ ❢♦&
✽✿ ⑥
▲❛ ✜❣✉%❡ ✹✳✶✶ %❡♣%+,❡♥.❡ ❧❡ ❞✐❛❣%❛♠♠❡ .❡♠♣♦%❡❧ ❞❡ ❧✬❡①+❝✉.✐♦♥ ,+7✉❡♥.✐❡❧❧❡✳ ❖♥
%❡♠❛%7✉❡ 7✉❡ ❝❤❛7✉❡ ❝❤❛%❣❡♠❡♥.✱ ,❛✉✈❡❣❛%❞❡ ♦✉ ❝❛❧❝✉❧ ❡,. %+❛❧✐,+ ,+7✉❡♥.✐❡❧❧❡♠❡♥.✳
❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✶✿ ❉✐❛❣$❛♠♠❡ '❡♠♣♦$❡❧ ❞❡ ❧✬❡①.❝✉'✐♦♥ 2.3✉❡♥'✐❡❧❧❡
❊♥ ✉.✐❧✐,❛♥. ✉♥❡ ✐♠♣❧❛♥.❛.✐♦♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧❧❡ ,✉% ❧❡ ♣%♦❝❡,,❡✉% ◆■❖❙✷✱ ❧❡ .❡♠♣, ❞❡ .%❛✐.❡✲
♠❡♥. ❞❡ ❝❡..❡ ❢♦♥❝.✐♦♥ ❡,. ❞❡ ✾✸✸✹ ❝②❝❧❡, ♣%♦❝❡,,❡✉%,✳ ❊♥ ✉.✐❧✐,❛♥. ❝❡..❡ ✐♠♣❧❛♥.❛.✐♦♥
❞✐%❡❝.❡♠❡♥. ❛✈❡❝ ❈✷❍✱ ❧❡ ❣❛✐♥ ❡,. ❞❡ ,❡✉❧❡♠❡♥. ✼✳✸✪✱ ❧❡ .❡♠♣, ❡,. %+❞✉✐. J ✽✻✺✹ .✐❝❦,✳
■❧ ❡,. ♣♦,,✐❜❧❡ ❞❡ %+❛❧✐,❡% ✉♥❡ ♣%❡♠✐P%❡ ♦♣.✐♠✐,❛.✐♦♥ ❡♥ ✐♥❞✐7✉❛♥. ❛✉ ❝♦♠♣✐❧❛.❡✉%
7✉❡ ❧❡, ❞♦♥♥+❡, ❞❡, 7✉❛.%❡, .❛❜❧❡❛✉① ✭❛✱ ❜✱ ❝ ✱❞✮ ,♦♥. ✐♥❞+♣❡♥❞❛♥.❡,✳ ❖♥ ✉.✐❧✐,❡ ♣♦✉%
❝❡❧❛ ❧❡ 7✉❛❧✐✜❝❛.✐❢ ✏❴❴%❡,.%✐❝.❴❴✑ ❧♦%, ❞❡ ❧❛ ❞+✜♥✐.✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝.✐♦♥ ✿
❆❧❣♦&✐(❤♠ ✹✳✸ ❯$✐❧✐?❛$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐,❡❝$✐✈❡ ❴❴,❡?$,✐❝$❴❴
✶✿ void fonction(❛❧$❴✸✷ ✯ ❴❴,❡?$,✐❝$❴❴ ❛✱ ❛❧$❴✸✷ ✯ ❴❴,❡?$,✐❝$❴❴ ❜✱ ❛❧$❴✻✹ ✯ ❴❴,❡?$,✐❝$❴❴ ❝✱
❛❧$❴✻✹ ✯ ❴❴,❡?$,✐❝$❴❴ ❞✮
❊♥ ✉.✐❧✐,❛♥. ❝❡ ♠♦. ❝❧+✱ ❧❡ ❝♦♠♣✐❧❛.❡✉% ♣❡✉. ♣❛%❛❧❧+❧✐,❡% ❧❡, ❝❛❧❝✉❧,✳ ▲❛ ✜❣✉%❡ ✹✳✶✷
%❡♣%+,❡♥.❡ ❧❡ ❞✐❛❣%❛♠♠❡ .❡♠♣♦%❡❧ ✐♥❝❧✉❛♥. ❧❡, ❝❛❧❝✉❧, ♣❛%❛❧❧P❧❡,✱ ❧❡, ❝❛❧❝✉❧, ❞❡ c[i] ❡.
d[i] ,♦♥. %+❛❧✐,+, ❡♥ ♠W♠❡ .❡♠♣,✳
❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✷✿ ❉✐❛❣$❛♠♠❡ '❡♠♣♦$❡❧ ❞❡ ❧✬❡①.❝✉'✐♦♥ ❛✈❡❝ ❝❛❧❝✉❧2 ♣❛$❛❧❧5❧❡2
▲❡ .❡♠♣, ❞❡ .%❛✐.❡♠❡♥. ❡,. ♠❛✐♥.❡♥❛♥. ❞❡ ✹✾✺✺ ❝②❝❧❡, ♣%♦❝❡,,❡✉%, ,♦✐. ✉♥ ❣❛✐♥ ❞❡
✹✼✪ ♣❛% %❛♣♣♦%. J ❧❛ ✈❡%,✐♦♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧❧❡✳
▲❛ ,❡❝♦♥❞❡ ♦♣.✐♠✐,❛.✐♦♥ ♣♦,,✐❜❧❡ ❡,. ❞❡ ,.♦❝❦❡% ❧❡, 7✉❛.%❡, .❛❜❧❡❛✉① ❞❛♥, 7✉❛.%❡, ♠+✲
♠♦✐%❡, ❞✐✛+%❡♥.❡,✳ ❉❛♥, ❝❡ ❝❛,✱ ✐❧ ,❡%❛ ♣♦,,✐❜❧❡ ❞❡ ❝❤❛%❣❡% ❡♥ ♠+♠♦✐%❡ ♦✉ ❞❡ ,❛✉✈❡❣❛%❞❡%
♣❧✉,✐❡✉%, ❞♦♥♥+❡, ❡♥ ♠W♠❡ .❡♠♣,✳ ❖♥ ✉.✐❧✐,❡ ❧❛ ❞✐%❡❝.✐✈❡ ✏★♣%❛❣♠❛ ❛❧.❡%❛❴❛❝❝❡❧❡%❛.❡
✹✳✹ ❉#✜♥✐'✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❆.❝❤✐'❡❝'✉.❡ 1.♦❣.❛♠♠❛❜❧❡ ✶✷✷
❝♦♥♥❡❝$❴✈❛(✐❛❜❧❡ ✯ $♦ ✯✑ ♣♦✉( 0♣1❝✐✜❡( ❧✬❛00♦❝✐❛$✐♦♥ ❡♥$(❡ ✉♥❡ ♠1♠♦✐(❡ ❡$ ✉♥❡ ✈❛(✐❛❜❧❡✳
▲❡ ♣(♦❣(❛♠♠❡ ❞❡✈✐❡♥$ ✜♥❛❧❡♠❡♥$ ✿
❆❧❣♦&✐(❤♠ ✹✳✹ ❋♦♥❝$✐♦♥ ♦♣$✐♠✐()❡ + ✐♠♣❧❛♥$❡. + ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❈✷❍
✶✿ ★define size 1000
✷✿ ★♣.❛❣♠❛ ❛❧$❡.❛❴❛❝❝❡❧❡.❛$❡ ❝♦♥♥❡❝$❴✈❛.✐❛❜❧❡ ❢♦♥❝$✐♦♥✴❛ $♦ ($♦❝❦❴❛
✸✿ ★♣.❛❣♠❛ ❛❧$❡.❛❴❛❝❝❡❧❡.❛$❡ ❝♦♥♥❡❝$❴✈❛.✐❛❜❧❡ ❢♦♥❝$✐♦♥✴❜ $♦ ($♦❝❦❴❜
✹✿ ★♣.❛❣♠❛ ❛❧$❡.❛❴❛❝❝❡❧❡.❛$❡ ❝♦♥♥❡❝$❴✈❛.✐❛❜❧❡ ❢♦♥❝$✐♦♥✴❝ $♦ ($♦❝❦❴❝
✺✿ ★♣.❛❣♠❛ ❛❧$❡.❛❴❛❝❝❡❧❡.❛$❡ ❝♦♥♥❡❝$❴✈❛.✐❛❜❧❡ ❢♦♥❝$✐♦♥✴❞ $♦ ($♦❝❦❴❞
✻✿ void fonction(❛❧$❴✸✷ ✯❛✱ ❛❧$❴✸✷ ✯❜✱ ❛❧$❴✻✹ ✯❝✱ ❛❧$❴✻✹ ✯❞✮④
✼✿ altu32i;
✽✿ ❢♦& ✭i = 0; i < 100; i++✮ ❞♦
✾✿ c[i] = a[i]× b[i];
✶✵✿ d[i] = a[i] + b[i];
✶✶✿ ❡♥❞ ❢♦&
✶✷✿ ⑥
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❡$ ❞❡0 ❝(✐$C(❡0 ❞✬1✈❛❧✉❛$✐♦♥✳ ❈❡$$❡ ❞❡(♥✐C(❡ ❡0$ ❝♦♠♣♦01❡ ❞❡ ❞❡✉① 1$❛♣❡0 ✿ ❧❛ ♣(❡♠✐C(❡
❝♦♥0✐0$❡ < ✈1(✐✜❡( ❧❡0 (10✉❧$❛$0 ✐00✉0 ❞❡ ❧✬❛(❝❤✐$❡❝$✉(❡ ❡$ ❧❛ 0❡❝♦♥❞❡ ❝♦♥❝❡(♥❡ ❧❛ ❝❛(❛❝$1✲
(✐0❛$✐♦♥ $❡♠♣♦(❡❧❧❡✳
✹✳✹ ❉#✜♥✐'✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❆.❝❤✐'❡❝'✉.❡ 1.♦❣.❛♠♠❛❜❧❡ ✶✷✸
✹✳✹✳✽✳✶ ❆♥❛❧②)❡ ❢♦♥❝.✐♦♥♥❡❧❧❡
▲❡ ❋❛$%❙▲❆▼ ❛ )%) )✈❛❧✉) ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥% ❛✉ ♣❛4❛❣4❛♣❤❡ ✹✳✸✳ ▲❛ ✈❛❧✐❞❛%✐♦♥ ❢♦♥❝✲
%✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛4❝❤✐%❡❝%✉4❡ ❝♦♥$✐$%❡ = ✈)4✐✜❡4 ?✉❡ ❧❡$ 4)$✉❧%❛%$ ✐$$✉$ ❞❡ ❝❡%%❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡
❛4❝❤✐%❡❝%✉4❡ ❝♦♥✜4♠❡♥% ❧❡$ 4)$✉❧%❛%$ ♣4)❝)❞❡♠♠❡♥% ♦❜%❡♥✉$✳ ▲❛ ♣4✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✣❝✉❧%) ❡$%
❧✬✉%✐❧✐$❛%✐♦♥ ✉♥✐?✉❡ ❞❡ ♥♦♠❜4❡$ ❡♥%✐❡4$✳ ❊♥ ❡✛❡%✱ ❈✷❍ ♥❡ ❣H4❡ ♣❛$ ❧❡$ ♥♦♠❜4❡$ ✢♦%✲
%❛♥%$✳ ❉❡ ♣❧✉$✱ ❧❛ ❝4)❛%✐♦♥ ❞❡ ❜❧♦❝$ ♠❛%)4✐❡❧$ ✉%✐❧✐$❛♥% ❞❡$ ♥♦♠❜4❡$ ✢♦%%❛♥%$ $❡4❛✐% %4♦♣
❝♦♥$♦♠♠❛%4✐❝❡ ❞❡ 4❡$$♦✉4❝❡$✳
❈❤❛?✉❡ ❜❧♦❝ ❞)✜♥✐ ❡$% )✈❛❧✉) ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥%✳ K♦✉4 ❝❡❧❛✱ ✉♥❡ $✐♠✉❧❛%✐♦♥ ❡$% 4)❛❧✐$)❡
❡♥ %✐4❛♥% ❛❧)❛%♦✐4❡♠❡♥% ❧❡$ ❞♦♥♥)❡$ ❞✬❡♥%4)❡$✳ ▲❡$ 4)$✉❧%❛%$ $♦♥% ❝♦♠♣❛4)$ = ❝❡✉① ❞❡
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♣♦✉4 )✈❛❧✉❡4 ❧❡ ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡♠❡♥% ❞❡ ❧✬✐♥%)❣4❛❧✐%) ❞❡ ❧✬❛4❝❤✐%❡❝%✉4❡✳
✹✳✹✳✽✳✷ ■♥.❡♥)✐.2 ❛3✐.❤♠2.✐6✉❡
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❧❛ $❡❝♦♥❞❡ = $%♦❝❦❡4 ❧❡$ ❞♦♥♥)❡$ ❞❛♥$ ❞✐✛)4❡♥%❡$ ♠)♠♦✐4❡$ ♣♦✉4 ❛❝❝)❧)4❡4 ❧❡✉4$ ❝❤❛4❣❡✲
♠❡♥%$ ♦✉ $❛✉✈❡❣❛4❞❡$✳
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▲✬✐♥%❡♥$✐%) ❛4✐%❤♠)%✐?✉❡ ❛ )%) ♣4✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥% ✉%✐❧✐$)❡ ♣♦✉4 ❧❛ ❝♦♥❝❡♣%✐♦♥ ❞✬♦♣%✐♠✐$❛✲
%✐♦♥$ ❞✬❛❧❣♦4✐%❤♠❡$ $✉4 ♣4♦❝❡$$❡✉4 ❣4❛♣❤✐?✉❡ ✭●K❯✮✳ ❊♥ ❡✛❡%✱ ❧❡$ ❝❛❧❝✉❧$ $✉4 ●K❯ $♦♥%
❢♦4%❡♠❡♥% ❝♦♥%4❛✐♥%$ ♣❛4 ❧❡$ ❛❝❝H$ ♠)♠♦✐4❡ ?✉✐ 4❛❧❡♥%✐$$❡♥% ❧❡$ ♦♣%✐♠✐$❛%✐♦♥$ ♣♦$$✐❜❧❡$✳
▲✬♦❜❥❡❝%✐❢ ❞❡$ %4❛✈❛✉① ❡$% ❞❡ ♠❛①✐♠✐$❡4 ❧✬✐♥%❡♥$✐%) ❛4✐%❤♠)%✐?✉❡ ❞❡$ ❛❧❣♦4✐%❤♠❡$ ♣♦✉4
♣♦✉✈♦✐4 4)❛❧✐$❡4 ✉♥❡ ✐♠♣❧❛♥%❛%✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ $✉4 ❞❡$ ♣4♦❝❡$$❡✉4$ ❞✐$♣♦$❛♥% ❞❡ ♥♦♠❜4❡✉①
♣4♦❝❡$$❡✉4$ ❝♦♠♠❡ ❧❡$ ●K❯✳ K❛4 ❡①❡♠♣❧❡✱ ❇✉❝❦ ❡! ❛❧✳ ❬✶✵✼❪ ✉%✐❧✐$❡♥% ❝❡ ❝4✐%H4❡ ♣♦✉4 ❞)✲
✜♥✐4 ❞❡$ ♦♣%✐♠✐$❛%✐♦♥$✳ ❈❛$%❛^♦✲❉_❡③ ❡! ❛❧✳ ❬✶✵✽❪ ✉%✐❧✐$❡♥% ❝❡ ♠b♠❡ ❝4✐%H4❡ ♣♦✉4 ❥✉$%✐✜❡4
❧❡$ ♣❡4❢♦4♠❛♥❝❡$ ❞❡ ❞✐✛)4❡♥%❡$ ✐♠♣❧❛♥%❛%✐♦♥$ ❞✬❛❧❣♦4✐%❤♠❡$ $✉4 ●K❯✳
❉❛♥$ ♥♦%4❡ ❝❛$✱ ♥♦✉$ ✉%✐❧✐$❡4♦♥$ ❧✬✐♥%❡♥$✐%) ❛4✐%❤♠)%✐?✉❡ ♣♦✉4 ❝♦♥❝❡✈♦✐4 ❧✬❛4❝❤✐%❡❝%✉4❡
❝♦44❡$♣♦♥❞❛♥% = ❝❤❛?✉❡ ❜❧♦❝ )%✉❞✐)✳ ❙✐ ❧✬✐♥%❡♥$✐%) ❛4✐%❤♠)%✐?✉❡ ❡$% ❢❛✐❜❧❡✱ ✐❧ ❢❛✉❞4❛
♣4✐✈✐❧)❣✐❡4 ✉♥❡ ♦♣%✐♠✐$❛%✐♦♥ ❞❡$ ❛❝❝H$ ♠)♠♦✐4❡ ❡♥ 4)♣❛4%✐$$❛♥% ♣❛4 ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡$ ❞♦♥♥)❡$
❞❛♥$ ♣❧✉$✐❡✉4$ ♠)♠♦✐4❡$ ❞✐✛)4❡♥%❡$✳ ■♥✈❡4$❡♠❡♥%✱ $✐ ❧✬✐♥%❡♥$✐%) ❛4✐%❤♠)%✐?✉❡ ❡$% ❢♦4%❡✱
♦♥ ♣♦✉44❛ $❡ ❝♦♥$❛❝4❡4 = ❧❛ ♣❛4❛❧❧)❧✐$❛%✐♦♥ ❞❡$ ❝❛❧❝✉❧$✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥%✱ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣%✐♦♥ ❞❡$
✹✳✹ ❉#✜♥✐'✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❆.❝❤✐'❡❝'✉.❡ 1.♦❣.❛♠♠❛❜❧❡ ✶✷✹
❜❧♦❝$ ♠❛'()✐❡❧$ ❞❡✈)❛ )(❛❧✐$❡) ✉♥ ❝♦♠♣)♦♠✐$ ❡♥')❡ ❝❡$ ❞❡✉① ♦♣'✐♠✐$❛'✐♦♥$✳
✹✳✹✳✾ ❉$✜♥✐(✐♦♥* ❞❡* ❜❧♦❝* ♠❛($2✐❡❧*
❉❛♥$ ❝❡ ♣❛)❛❣)❛♣❤❡✱ ♥♦✉$ ❛❧❧♦♥$ ❞(✜♥✐) ❡' (✈❛❧✉❡) ❧✬❡♥$❡♠❜❧❡ ❞❡$ ❜❧♦❝$ ♠❛'()✐❡❧$
♥(❝❡$$❛✐)❡ ❛✉ ❋❛$'❙▲❆▼✳ ◆♦✉$ ❝♦♠♠❡♥❝❡)♦♥$ ❛✉ ♣❛)❛❣)❛♣❤❡ ✹✳✹✳✾✳✶ ♣❛) ❧✬('❛♣❡ ❞❡
♣)(❞✐❝'✐♦♥ ♣✉✐$ ❧✬('❛♣❡ ❞✬❡$'✐♠❛'✐♦♥ ✭♣❛)❛❣)❛♣❤❡ ✹✳✹✳✾✳✷✮
✹✳✹✳✾✳✶ %&'❞✐❝+✐♦♥
❈❡ ❜❧♦❝ ✭❇❋✶✮ ♠❡' G ❥♦✉) ❧❛ ♣♦$✐'✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛I✉❡ ♣❛)'✐❝✉❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞❡$ ❞♦♥♥(❡$
♣)♦♣)✐♦❝❡♣'✐✈❡$✳ ■❧ ❡$' $(♣❛)( ❡♥ ❞❡✉① $♦✉$ ♣❛)'✐❡$ ✿ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡$ ❞(♣❧❛❝❡♠❡♥'$ ❡' ❧❛
♠✐$❡ G ❥♦✉) ❞❡ ❧❛ ♣♦$✐'✐♦♥ ❞❡$ ♣❛)'✐❝✉❧❡$✳
❈❛❧❝✉❧ ❞❡ δs ❡+ δθ
❚&❛✐+❡♠❡♥+ &'❛❧✐5' ❈❡ ❜❧♦❝ ❝❛❧❝✉❧❡✱ ♣♦✉) ❝❤❛I✉❡ ♣❛)'✐❝✉❧❡✱ ❧❡ ❞(♣❧❛❝❡♠❡♥' ❧♦♥❣✐'✉✲
❞✐♥❛❧ ✭δs✮ ❡' )♦'❛'✐♦♥ ✭δθ✮✳ ■❧ ✉'✐❧✐$❡ ❧❡$ ❞♦♥♥(❡$ ♣)♦♣)✐♦❝❡♣'✐✈❡$ ✭ntr ❡' ntl✮ ❛✐♥$✐ I✉❡
❧❡ )❛②♦♥ ❞❡ ❧❛ )♦✉❡ ✭r✮ ❡' ❧✬❡♥')❛①❡ ✭e✮✳ ▲❡$ ❞(♣❧❛❝❡♠❡♥'$ $♦♥' ❝❛❧❝✉❧($✱ ♣♦✉) ❝❤❛I✉❡
♣❛)'✐❝✉❧❡✱ ❡♥ ✉'✐❧✐$❛♥' ❧❛ ❢♦)♠✉❧❡ ✿
δs =
ΠRb(ntl,b + ntr,b)
Npt
✭✹✳✶✼✮
δθ =
ΠRb(ntl,b − ntr,b)
ebNpt
❛✈❡❝ ✿
✕ Rb ✿ ❧❡ )❛②♦♥ ❜)✉✐'(✳
✕ eb ✿ ❧❛ ❞✐♠❡♥$✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥')❛①❡ ❜)✉✐'(❡✳
✕ Npt ✿ ❧❡ ♥♦♠❜)❡ ❞❡ ♣❛$ ✴ '♦✉) ❞❡ )♦✉❡ ❞✬✉♥ ♦❞♦♠(')❡✳
✕ ntl,b ❡' ntr,b ✿ ❧❡ ♥♦♠❜)❡ ❞❡ ♣❛$ ♣❛)❝♦✉)✉ ❜)✉✐'(✳ ❈❤❛I✉❡ ♥♦♠❜)❡ ❞❡ ♣❛$ ❡$' ❝♦❞(
$✉) ✉♥ ❡♥'✐❡) $✐❣♥( ❞❡ ✶✻ ❜✐'$✳
❈❤❛I✉❡ ♣❛)'✐❝✉❧❡ ❡$' ❛$$♦❝✐(❡ G ✉♥ )❛②♦♥ ❞❡ )♦✉❡ ❡' ✉♥❡ '❛✐❧❧❡ ❞✬❡♥')❛①❡ ❜)✉✐'(✳ ▲❡
❝❛❧❝✉❧ ❞✉ )❛②♦♥ ❡' ❞❡ ❧✬❡♥')❛①❡ ❜)✉✐'($ ❡$' )(❛❧✐$( G ❧❛ ❝)(❛'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛)'✐❝✉❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉$✱
♦♥ )(❛❧✐$❡ ✉♥ ♣)(❝❛❧❝✉❧ ❞❡$ ❝♦❡✣❝✐❡♥'$ c1 = ΠRb/Npt ❡' c2 = ΠRb/(ebNpt) ♣❡)♠❡''❛♥'$
❞✬(✈✐'❡) ❞❡$ ❝❛❧❝✉❧$ ❞♦♥' ✉♥❡ ❞✐✈✐$✐♦♥ ❝♦T'❡✉$❡ ❡♥ '❡♠♣$ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ▲❡$ ❝♦❡✣❝✐❡♥'$ $♦♥'
$'♦❝❦($ ❡♥ ❡♥'✐❡)$ ♥♦♥ $✐❣♥($ $✉) ✶✻❜✐'$✱ ❧❡$ $✐♠✉❧❛'✐♦♥$ ❞✉ ♣❛)❛❣)❛♣❤❡ ✹✳✻✳✶ ✈❛❧✐❞❡)♦♥'
❝❡ ❝❤♦✐①✳
▲❛ ❢♦)♠✉❧❡ ❞❡✈✐❡♥' ✿
δs = c1(ntl,b + ntr,b) ✭✹✳✶✽✮
δθ = c2(ntl,b − ntr,b)
✹✳✹ ❉#✜♥✐'✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❆.❝❤✐'❡❝'✉.❡ 1.♦❣.❛♠♠❛❜❧❡ ✶✷✺
❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✹✿ ❆!❝❤✐%❡❝%✉!❡ ❞✉ ❜❧♦❝ ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡❧ ✏❈❛❧❝✉❧ ❞1♣❧❛❝❡♠❡♥%✑
❖♥ "❡♠❛"&✉❡ &✉❡ ❧❡) ❞❡✉① ❝❛❧❝✉❧) )♦♥. "/❛❧✐)❛❜❧❡) ❡♥ ♣❛"❛❧❧/❧❡✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛) ❞❡ ❞/✲
♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥."❡ ❧❡) ❞❡✉① ❝❛❧❝✉❧)✳ ▲❡ ❢❛❝.❡✉" ❧✐♠✐.❛♥. ❡). ❧❡ .❡♠♣) ❞✬❛❝❝:) ; ❧❛ ♠/♠♦✐"❡✳
❆$❝❤✐(❡❝(✉$❡ ♣$♦♣♦-.❡ ▲❛ ✜❣✉"❡ ✹✳✶✹ "❡♣"/)❡♥.❡ ❧✬❛"❝❤✐.❡❝.✉"❡ ♣"♦♣♦)/❡✳ ▲❡) ❜"✉✐.)
)♦♥. ❣/♥/"/) ❛❧/❛.♦✐"❡♠❡♥. ♣✉✐) ).♦❝❦/) ❞❛♥) ✉♥❡ ▲❯❚✳ ❆♣":) ❛✈♦✐" ❜"✉✐./ ❧❡) ❞♦♥♥/❡)
♦❞♦♠/."✐&✉❡)✱ ❧❡) ✈❛"✐❛❜❧❡) )♦♥. ❝♦♠❜✐♥/❡) ♣♦✉" ♦❜.❡♥✐" ❧❡) ❞/♣❧❛❝❡♠❡♥.) ❧♦♥❣✐.✉❞✐✲
♥❛❧) ❡. "♦.❛.✐♦♥❡❧)✳ ❈❡ ."❛✐.❡♠❡♥. ❡). "/❛❧✐)/ ✐♥❞/♣❡♥❞❡♠♠❡♥. ♣♦✉" ❝❤❛&✉❡ ♣❛".✐❝✉❧❡✱
❧✬❡♥)❡♠❜❧❡ ❞❡) ❝❛❧❝✉❧) ❡). ❞♦♥❝ ♣✐♣❡❧✐♥/✳
❆♥❛❧②-❡ ❢♦♥❝(✐♦♥♥❡❧❧❡ G♦✉" /✈❛❧✉❡" ❧❡) "/)✉❧.❛.) ✐))✉) ❞✉ ❜❧♦❝✱ ♦♥ .✐"❡ ❛❧/❛.♦✐"❡♠❡♥.
❞❡) ✈❛❧❡✉") ✿
✕ ntr, ntl ∈ [−1000, 1000]✳
✕ r ∈ [0.01, 0.05]✳
✕ e ∈ [0.1, 0.2]✳
✕ Npt ∈ [500, 4000]✳
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✐))✉❡) ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ❞♦✉❜❧❡ ♣"/❝✐)✐♦♥✳ ▲❡ .❛❜❧❡❛✉ ✹✳✸ ♣"/)❡♥.❡ ❧❡) "/)✉❧.❛.) ✐))✉) ❞✬✉♥❡
)✐♠✉❧❛.✐♦♥ ❞❡ ✺✵✵ .❡).)✳ ▲❡) ❡""❡✉") ♠♦②❡♥♥❡) ♠❛✐) ❛✉))✐ ♠❛①✐♠❛❧❡) ❡. ♠✐♥✐♠❛❧❡) )♦♥.
.":) ❢❛✐❜❧❡)✳ ▲✬❡""❡✉" ♠❛①✐♠❛❧❡ ♣♦✉" ❧❡ ❞/♣❧❛❝❡♠❡♥. ❧♦♥❣✐.✉❞✐♥❛❧ ❡). ❞❡ ❧✬♦"❞"❡ ❞✉ ♠✐❧✲
❧✐♠:."❡✳ ❊❧❧❡ ❡). ❞❡ ❧✬♦"❞"❡ ❞✉ ❞✐①✐:♠❡ ❞❡ "❛❞✐❛♥ ♣♦✉" ❧❡ ❞/♣❧❛❝❡♠❡♥. "♦.❛.✐♦♥♥❡❧✳ ▲❡)
❡""❡✉") ♠♦②❡♥♥❡) /.❛♥. ♣"♦❝❤❡) ❞❡ ③/"♦✱ ♦♥ ♣❡✉. ❝♦♥)✐❞/"❡" &✉❡ ❧❡) "/)✉❧.❛.) ✐))✉) ❞❡
❝❡ ❜❧♦❝ ♥❡ )♦♥. ♣❛) ❜✐❛✐)/)✳
❱❛"✐❛❜❧❡' ❊""❡✉" ♠♦②❡♥♥❡ ❊❝❛"/ /②♣❡ ❊""❡✉" ▼✐♥ ❊""❡✉" ▼❛①
δs 1, 43× 10−5 ♠ 0, 00024 ♠ −0, 0018 ♠ 0, 0030 ♠
δθ −2, 12× 10−5 "❛❞ 0, 0022 "❛❞ −0, 0181 "❛❞ 0, 0325 "❛❞
❚❛❜❧❡ ✹✳✸✿ ❘16✉❧%❛%6 ❞✉ ❜❧♦❝ ✏❈❛❧❝✉❧ ❞❡ δs ❡% δθ✑
❆♥❛❧②-❡ (❡♠♣♦$❡❧❧❡ ▲❡ ❜❧♦❝ ❡). ✐♠♣❧/♠❡♥./ )✉" ✉♥ ❋G●❆ ✭❈②❝❧♦♥❡ ■■ ❊G✷❈✼✵✮✳
❊①♣/"✐♠❡♥.❛❧❡♠❡♥.✱ ❧❡) ❝♦❡✣❝✐❡♥.) )♦♥. ).♦❝❦/) ❞❛♥) ✉♥❡ ♠/♠♦✐"❡ ❙❉❘❆▼ ❡. ❧❡) "/✲
)✉❧.❛.) ❞❛♥) ✉♥❡ ♠/♠♦✐"❡ ❘❆▼✳ ▲❡ .❛❜❧❡❛✉ ✹✳✹ "❡♣"/)❡♥.❡ ❧✬✐♥.❡♥)✐./ ❛"✐.❤♠/.✐&✉❡ ❞✉
✹✳✹ ❉#✜♥✐'✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❆.❝❤✐'❡❝'✉.❡ 1.♦❣.❛♠♠❛❜❧❡ ✶✷✻
❜❧♦❝✳ %♦✉' ❝❡ ❜❧♦❝✱ ❡❧❧❡ ❡*+ ❞❡ ✷ ✿ ✐❧ ② ❛ ❞❡✉① ❢♦✐* ♣❧✉* ❞✬♦♣6'❛+✐♦♥* 8✉❡ ❞✬❛❝❝9* ♠6✲
♠♦✐'❡*✳ ❈❡++❡ ✐♥+❡♥*✐+6 ❡*+ '❡❧❛+✐✈❡♠❡♥+ ❢❛✐❜❧❡✱ ❝❡ 8✉✐ ✈❛ '❡*+'❡✐♥❞'❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐+6 ❞❡ ♥♦+'❡
❛'❝❤✐+❡❝+✉'❡ ♣❛'❛❧❧9❧❡✳
◆♦♠❜$❡ ❞✬♦♣)$❛+✐♦♥. ◆♦♠❜$❡ ❞✬❛❝❝0. ♠)♠♦✐$❡
❆❉❉ ❙❯❇ ▼❯▲ ❉■❱ ❙❍■❋❚ ▲❖❆❉ ❙❚❖❘❊
✶ ✶ ✷ ✵ ✹ ✷ ✷
✽ ✹
■❆ ✷
❚❛❜❧❡ ✹✳✹✿ ■♥"❡♥$✐"& ❆(✐"❤♠&"✐+✉❡ ♣♦✉( ❧❡ ❜❧♦❝ ❞❡ ♣(&❞✐❝"✐♦♥
❊♥ ✐♠♣❧❛♥+❛+✐♦♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧❧❡✱ *✉' ❧❡ ◆■❖❙✷✱ ❝❡ ❜❧♦❝ ❝♦♥*♦♠♠❡ ✺✷ ❝②❝❧❡* ♣❛' ✐+6'❛+✐♦♥
❡+ ♣❛' ♣❛'+✐❝✉❧❡✳ ❈❡ ♥♦♠❜'❡ ❡*+ '6❞✉✐+ G ✻ ❛✈❡❝ ♥♦+'❡ ✐♠♣❧❛♥+❛+✐♦♥ ♠❛+6'✐❡❧❧❡✳ ▲❡ ❣❛✐♥
❡*+ ❞❡ ✽✳✻ ❢♦✐*✳
▼♦❞&❧❡ ❞❡ ❞)♣❧❛❝❡♠❡♥/
❚1❛✐/❡♠❡♥/ 1)❛❧✐3) ❈❡ ❜❧♦❝ ✭❇❋✷✮ ✐♥+6❣'❡ ❧❡* ❞♦♥♥6❡* ♦❞♦♠6+'✐8✉❡* ♣♦✉' ❝❛❧❝✉❧❡'
❧❛ ♣♦*✐+✐♦♥ ❞✉ ♠♦❜✐❧❡✳ ▲❡* ♣♦*✐+✐♦♥* ❞❡* ♣❛'+✐❝✉❧❡* ✭xik−1✱ y
i
k−1✱ θ
i
k−1✮ *♦♥+ ♠✐*❡* G ❥♦✉'
G ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ♠♦❞9❧❡ ❞❡ ❞6♣❧❛❝❡♠❡♥+ ❡+ ❞❡* ❞♦♥♥6❡* ✐**✉❡* ❞✉ ❜❧♦❝ ✏❈❛❧❝✉❧ ❞❡ δs ❡+ δθ✑✳
▲❛ ❢♦♥❝+✐♦♥ '6❛❧✐*6❡ ❡*+ ❜❛*6❡ *✉' ❧❡ ♠♦❞9❧❡ ✿
f(xk−1, δsk, δθk) =


xk−1 + δs. cos
(
θk−1 +
δθ
2
)
yk−1 + δs. sin
(
θk−1 +
δθ
2
)
θk−1 + δθ

 ✭✹✳✶✾✮
❊♥ *♦'+✐❡ ❞❡ ❝❡ ❜❧♦❝✱ ♦♥ ♦❜+✐❡♥+ ❧❛ ♣♦*✐+✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛8✉❡ ♣❛'+✐❝✉❧❡ ✐♥+6❣'❛♥+ ❧❡* ❞♦♥♥6❡*
♦❞♦♠6+'✐8✉❡*✳
❆1❝❤✐/❡❝/✉1❡ ♣1♦♣♦3)❡ ▲❛ ✜❣✉'❡ ✹✳✶✺ '❡♣'6*❡♥+❡ ❧✬❛'❝❤✐+❡❝+✉'❡ ♣'♦♣♦*6❡✳ ❚♦✉+❡* ❧❡*
♣❛'+✐❝✉❧❡* *♦♥+ *+♦❝❦6❡* ❞❛♥* ✉♥❡ *❡✉❧❡ ♠6♠♦✐'❡✳ ▲❡* ❞6♣❧❛❝❡♠❡♥+* δs ❡+ δθ *♦♥+ ❡♥✲
'❡❣✐*+'6* ❞❛♥* ✉♥❡ ♠6♠♦✐'❡ +❛♠♣♦♥ ♣♦✉' '6❛❧✐*❡' ❧❛ +'❛♥*✐+✐♦♥ ❡♥+'❡ ❧❡* ❞❡✉① ❜❧♦❝* ❞❡
+'❛✐+❡♠❡♥+✳ ❯♥❡ ▲❯❚ ✭▲♦♦❦ ❯♣ ❚❛❜❧❡✮ ❡*+ ✉+✐❧✐*6❡ ♣♦✉' ❝❛❧❝✉❧❡' ❧❡ *✐♥✉* ❡+ ❧❡ ❝♦*✐✲
♥✉* ♥6❝❡**❛✐'❡* ❛✉ ♠♦❞9❧❡ ❞❡ ❞6♣❧❛❝❡♠❡♥+✳ ▲❡* ❞♦♥♥6❡* ❡♥ *♦'+✐❡ *♦♥+ *+♦❝❦6❡* ❞❛♥*
✉♥❡ +'♦✐*✐9♠❡ ♠6♠♦✐'❡✳ ▲✬✉+✐❧✐*❛+✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉*✐❡✉'* ♠6♠♦✐'❡* ♣❡'♠❡+ ❞❡ ❝❤❛'❣❡' ♦✉ ❞❡
*❛✉✈❡❣❛'❞❡' *✐♠✉❧+❛♥6♠❡♥+ ❧❡* ❞♦♥♥6❡*✳ ❉❡ ♣❧✉*✱ ❧❡* ❞♦♥♥6❡* '❡❧❛+✐✈❡* ❛✉① ♣❛'+✐❝✉❧❡*
*♦♥+ *❛✉✈❡❣❛'❞6❡* ❞❡ ♠❛♥✐9'❡ ❝♦♥+✐♥✉❡ ❡♥ ♠6♠♦✐'❡✳ ▲❛ ❝❛'+❡ ❞❡ ❞6✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥+ ✉+✐❧✐*6❡
✐♥+6❣'❡ ❞❡ ❧❛ ♠6♠♦✐'❡ ❙❉❘❆▼✱ ♦♣+✐♠✐*6❡ ♣♦✉' ❧❛ ❧❡❝+✉'❡ ❞❡ ❞♦♥♥6❡* ❝♦♥+✐❣✉*✳
❆♥❛❧②3❡ ❢♦♥❝/✐♦♥♥❡❧❧❡ %♦✉' 6✈❛❧✉❡' ❧❡* '6*✉❧+❛+* ✐**✉* ❞✉ ❜❧♦❝✱ ♦♥ ❣6♥6'❡ ❛❧6❛+♦✐'❡✲
♠❡♥+ ❧❡* ✈❛❧❡✉'* *✉✐✈❛♥+❡* ✿
✹✳✹ ❉#✜♥✐'✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❆.❝❤✐'❡❝'✉.❡ 1.♦❣.❛♠♠❛❜❧❡ ✶✷✼
❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✺✿ ❆!❝❤✐%❡❝%✉!❡ ❞✉ ❜❧♦❝ ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡❧ ✏▼♦❞0❧❡ ❞1♣❧❛❝❡♠❡♥%✑
✕ xik−1, y
i
k−1 ∈ [−10, 10]✳
✕ θik−1 ∈ [0, 6.28]✳
✕ δs ∈ [−2, 2]✳
✕ δθ ∈ [−0.5, 0.5]✳
❆♣$%& '$❛✐'❡♠❡♥'✱ ♦♥ ❝♦♠♣❛$❡ ❧❡& ♥♦✉✈❡❧❧❡& ♣♦&✐'✐♦♥& ❞❡& ♣❛$'✐❝✉❧❡& ✭xk✱ yk✱ θk✮ ❛✈❡❝ ❧❡&
✈❛❧❡✉$& $6❡❧❧❡& ✐&&✉❡& ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ✢♦''❛♥' ❞♦✉❜❧❡ ♣$6❝✐&✐♦♥✳ ▲❡ '❛❜❧❡❛✉ ✹✳✺ $6&✉♠❡ ❧❡&
$6&✉❧'❛'& ✐&&✉& ❞✬✉♥❡ &✐♠✉❧❛'✐♦♥ ❞❡ ✺✵✵ '❡&'&✳ ▲❡ ❞6♣❧❛❝❡♠❡♥' ❧♦♥❣✐'✉❞✐♥❛❧ ♠❛①✐♠✉♠
❡&' ❞❡ 2 ♠✱ ❛❧♦$& @✉❡ ❧✬❡$$❡✉$ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❝♦♠♠✐&❡ ❡&' ❛✉ ❛❧❡♥'♦✉$ ❞❡ 3 ♠♠✳ ❈❡''❡
❡$$❡✉$ &❡♠❜❧❡ $❡❧❛'✐✈❡♠❡♥' ❢❛✐❜❧❡ ♣❛$ $❛♣♣♦$' ❛✉① ❣$❛♥❞❡✉$& ♠❡&✉$6❡&✳ ❉❡ ♠D♠❡✱ ♣♦✉$
❧✬♦$✐❡♥'❛'✐♦♥✱ ❧❡& ❡$$❡✉$& ❝♦♠♠✐&❡& &♦♥' '$%& ❢❛✐❜❧❡& ✭❁10−5 $❛❞✮✳
❱❛"✐❛❜❧❡' ❊""❡✉" ♠♦②❡♥♥❡ ❊❝❛"/ /②♣❡ ❊""❡✉" ▼✐♥ ❊""❡✉" ▼❛①
xk 6, 60× 10
−5
♠ 0, 0010 ♠ −0, 0031 ♠ 0, 0030 ♠
yk 9, 90× 10
−4
♠ 0, 0010 ♠ −0, 0038 ♠ 0, 0022 ♠
θk 4, 90× 10
−6
"❛❞ 6, 43× 10−6 "❛❞ −8, 86× 10−6 "❛❞ 0, 00002 "❛❞
❚❛❜❧❡ ✹✳✺✿ ❘17✉❧%❛%7 ❞✉ ❜❧♦❝ ✏▼♦❞0❧❡ ❞❡ ❞1♣❧❛❝❡♠❡♥%✑
❆♥❛❧②(❡ *❡♠♣♦.❡❧❧❡ ❊①♣6$✐♠❡♥'❛❧❡♠❡♥'✱ ❧❡& ❞♦♥♥6❡& ❞❡& ♣❛$'✐❝✉❧❡& ❞✬❡♥'$6❡& &♦♥'
&'♦❝❦6❡& ❞❛♥& ❧❛ ♠6♠♦✐$❡ ♣$✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛$❝❤✐'❡❝'✉$❡ ✉'✐❧✐&6❡ ❞❡ '②♣❡ ❙❉❘❆▼✳ ▲❡&
❞6♣❧❛❝❡♠❡♥'& &♦♥' ❡♥$❡❣✐&'$6& ❞❛♥& ✉♥❡ ♠6♠♦✐$❡ '❛♠♣♦♥ ❡♥'$❡ ❧❡& ❞❡✉① ❜❧♦❝& ❞❡ '$❛✐✲
'❡♠❡♥'✳ ▲❡& ♥♦✉✈❡❧❧❡& ♣♦&✐'✐♦♥& ❞❡& ♣❛$'✐❝✉❧❡& &♦♥' &❛✉✈❡❣❛$❞6❡& ❞❛♥& ✉♥❡ '$♦✐&✐%♠❡
♠6♠♦✐$❡ ❞❡ '②♣❡ ❙❙❘❆▼✳ ▲✬✐♥'❡♥&✐'6 ❛$✐'❤♠6'✐@✉❡ ❞✉ ❜❧♦❝✱ ❞6'❛✐❧❧6❡ ❞❛♥& ❧❡ '❛❜❧❡❛✉
✹✳✻✱ ❡&' ❞❡ ✷✳ ▲❡& ♣❡$❢♦$♠❛♥❝❡& ♦❜'❡♥✉❡& &✉$ ♥♦'$❡ ❛$❝❤✐'❡❝'✉$❡ ❡&' ❞❡ ✶✵✾ ❝②❝❧❡& ♣❛$
♣❛$'✐❝✉❧❡& ♣❛$ ✐'6$❛'✐♦♥ ♣♦✉$ ✉♥❡ ✐♠♣❧❛♥'❛'✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ &♦❢'❝♦$❡ ◆■❖❙✷ ❡' ✶✻ ❝②❝❧❡&
♣♦✉$ ✉♥❡ ✐♠♣❧❛♥'❛'✐♦♥ ♠❛'6$✐❡❧❧❡✱ ❧❡ ❣❛✐♥ ❡&' ❞❡ ✻✳✽✶ ❢♦✐&✳
❆❉❉ ❙❯❇ ▼❯▲ ❉■❱ ❙❍■❋❚ ▲❖❆❉ ❙❚❖❘❊
◆♦♠❜"❡ ✻ ✵ ✼ ✵ ✸ ✺ ✸
◆♦♠❜"❡ ✶✻ ✽
■❆ ✷
❚❛❜❧❡ ✹✳✻✿ ■♥%❡♥7✐%1 ❛!✐%❤♠1%✐9✉❡ ♣♦✉! ❧❡ ❜❧♦❝ ♥✉♠1!♦
✹✳✹ ❉#✜♥✐'✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❆.❝❤✐'❡❝'✉.❡ 1.♦❣.❛♠♠❛❜❧❡ ✶✷✽
✹✳✹✳✾✳✷ ❊'(✐♠❛(✐♦♥
▲✬❡#$✐♠❛$✐♦♥ ❡#$ ❝♦♠♣♦#,❡ ❞❡ ♣❧✉#✐❡✉0# ❜❧♦❝#✳ ❊❧❧❡ ❝♦♠♣♦0$❡ ❧✬✐♥✐$✐❛❧✐#❛$✐♦♥ ❞✬❛♠❡0#✱
❧❡✉0# ❡#$✐♠❛$✐♦♥# ❛✐♥#✐ 5✉❡ ❧❡✉0# ♣0♦❥❡❝$✐♦♥#✳ ❉❡ ♣❧✉#✱ ♦♥ ✐♥❝❧✉$ ❧❛ ❣❡#$✐♦♥ ❞❡# ♣❛0$✐❝✉❧❡#
✭♠✐#❡ : ❥♦✉0 ❞❡# ♣♦✐❞# ❡$ 0,,❝❤❛♥$✐❧❧♦♥❛❣❡✮✳
■♥✐(✐❛❧✐'❛(✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛♠❡4
❚4❛✐(❡♠❡♥( 46❛❧✐'6 ▲✬✐♥✐$✐❛❧✐#❛$✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛♠❡0 ✭❇❋✸✮ ❛ ❧✐❡✉ ❧♦0# ❞❡ ❧❛ ♣0❡♠✐@0❡ ♦❜#❡0✲
✈❛$✐♦♥ ♣❛0 ❧❡ ♠♦❜✐❧❡✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥#✐#$❡ : ❞,✜♥✐0 ❧❡# ♣❛0❛♠@$0❡# ❞❡ ❧✬❛♠❡0 ✿ xi✱ yi ✱θi✱ φi ❡$ ρi
❡$ #❛ ♠❛$0✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛0✐❛♥❝❡ ❛##♦❝✐,❡✳ ▲❛ ♠❛$0✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛0✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛♠❡0 ❡#$ ✐♥✐$✐❛❧✐#,❡
❧♦0# ❞❡ ❧✬✐♥✐$✐❛❧✐#❛$✐♦♥ ❞✉ ❋E●❆ ❝❛0 ❡❧❧❡ ♥❡ ❞,♣❡♥❞ ❞✬❛✉❝✉♥❡ ✈❛0✐❛❜❧❡✳ E♦✉0 ✉♥ ♥♦✉✈❡❧
❛♠❡0 ❛②❛♥$ ,$, ♦❜#❡0✈, ❡♥ ♣♦#✐$✐♦♥ ✭✉✱ ✈✮✱ ❧❡# ♣❛0❛♠@$0❡# #♦♥$ ✐♥✐$✐❛❧✐#,# ♣❛0 ✿
✕ xi = x
i
k✱ yi = y
i
k ✿ ❧❛ ♣♦#✐$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛0$✐❝✉❧❡ i✳
✕ θi = θ
i
k + uangle ❛✈❡❝ uangle = − arctan(
u−cu
fku
)✳
✕ ϕi = arctan(
(v−cv)
fku
√
(v−cv)2
fkv2
+1
)✳
✕ ρi = 0.26✳
❚0♦✐# ✈❛0✐❛❜❧❡# ✭xi✱ yi✱ ρi✮ #♦♥$ ✐♥✐$✐❛❧✐#,❡# #❛♥# ❝❛❧❝✉❧ : ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♣✐❡ ❞❡ ✈❛0✐❛❜❧❡#
♦✉ ❞✬✉♥❡ ✐♥✐$✐❛❧✐#❛$✐♦♥ ♣❛0 ✉♥❡ ❝♦♥#$❛♥$❡✳ ▲❛ ❝♦♠♣♦#❛♥$❡ θi ❞,♣❡♥❞ ❞❡ θ
i
k ❡$ ❞❡ uangle✳
▲❛ ✈❛0✐❛❜❧❡ uangle ❞,♣❡♥❞ ✉♥✐5✉❡♠❡♥$ ❞❡ ❧✬♦❜#❡0✈❛$✐♦♥ u✳ ▲✬✐♥✐$✐❛❧✐#❛$✐♦♥ ❞❡ ϕi ❞,♣❡♥❞
❞❡ ❞❡✉① ✈❛0✐❛❜❧❡# ✿ v ❡$ uangle✳
❆4❝❤✐(❡❝(✉4❡ ♣4♦♣♦'6❡ ▲❡ ❜❧♦❝ ✏■♥✐$✐❛❧✐#❛$✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛♠❡0✑ ♥❡ ♥,❝,##✐$❡ ♣❛# ❞❡ ❝❛❧❝✉❧#
✐♥$❡♥#✐❢# ✿ #❡✉❧❡♠❡♥$ ❞❡✉① ✈❛0✐❛❜❧❡# ❞♦✐✈❡♥$ P$0❡ ❝❛❧❝✉❧,❡#✳ ▲❡ 0,#✉❧$❛$ uangle ♥❡ ❞,♣❡♥❞
5✉❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛0✐❛❜❧❡ u✳ ❈❡$$❡ ✈❛0✐❛❜❧❡ ❛ ❞❡# ✈❛❧❡✉0# ❝♦♠♣0✐#❡# ❡♥$0❡ 0 ❡$ 639 ❝❛0 ❧✬✐♠❛❣❡
❛ ✉♥❡ ❧❛0❣❡✉0 ❞❡ ✻✹✵ ♣✐①❡❧#✳ E♦✉0 ❛❝❝,❧,0❡0 ❧❡ $0❛✐$❡♠❡♥$✱ ♦♥ ❝0,❡ ✉♥❡ ▲❯❚ ❝♦♥$❡♥❛♥$
❧❡ 0,#✉❧$❛$ ❞❡ uangle✳ E♦✉0 ❧✐♠✐$❡0 ❧❛ $❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ▲❯❚✱ ♦♥ ♣♦✉00❛ ✉$✐❧✐#❡0 ❧❛ ♣0♦♣0✐,$, ❞❡
❧✬❛0❝$❛♥❣❡♥$❡ ✿ arctan(x) = arctan(−x)✳
▲❡ ♣❛0❛♠@$0❡ ϕi ❞,♣❡♥❞ ❞❡ ❞❡✉① ✈❛0✐❛❜❧❡# ✿ u ❡$ v✳ ■❧ ❡#$ ❝❛❧❝✉❧, : ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ arctan(X)
❛✈❡❝ X = (v−cv)
fku
√
(v−cv)2
fkv2
+1
✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉0 ❞❡ ❳ ❡#$ ❜♦0♥,❡ ❝❛0 ❧❡# ✈❛❧❡✉0# ❞❡ u ❡$ v #♦♥$ ❜♦0♥,❡#
✭u ∈ [0; 639] ❡$ v ∈ [0; 479]✱ ❧✬✐♠❛❣❡ ❛ ✉♥❡ $❛✐❧❧❡ ❞❡ ✻✹✵×✹✽✵ ♣✐①❡❧#✮✳ ❆♣0@# ❛✈♦✐0 ❝❛❧❝✉❧,
❧❡# ✈❛❧❡✉0# ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡$ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❳✱ ♦♥ 0,❛❧✐#❡ ✉♥❡ ▲❯❚ ❞❡ ✹✵✾✻ ✈❛❧❡✉0# ♣❡0♠❡$$❛♥$
✉♥ $❡♠♣# ❞❡ $0❛✐$❡♠❡♥$ $0@# ❝♦✉0$✳ ❉❡ ♣❧✉#✱ ϕi ,$❛♥$ ❡#$✐♠, ♣❛0 ❧❡ ✜❧$0❡ ❞❡ ❑❛❧♠❛♥✱
✉♥❡ ♣❡$✐$❡ ❡00❡✉0 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥✬✐♥✢✉❡♥❝❡0❛✐$ 5✉❡ $0@# ♣❡✉ ❧❡ 0,#✉❧$❛$✳
❊♥✜♥✱ ✐❧ ❡#$ 0❡♠❛05✉❛❜❧❡ 5✉❡ ❧❡# ✈❛❧❡✉0# ✐##✉❡# ❞❡# ❞❡✉① ▲❯❚ #♦✐❡♥$ ✐❞❡♥$✐5✉❡# ♣♦✉0
❝❤❛5✉❡ ♣❛0$✐❝✉❧❡✱ ❧❛ ❝❛❧❝✉❧ ♥❡ ❞♦✐$ P$0❡ 0,❛❧✐#, 5✉✬✉♥❡ #❡✉❧❡ ❢♦✐#✳ ❈❡ ❜❧♦❝ ♥✬✐♥❝❧✉$ 5✉✬✉♥❡
#✐♠♣❧❡ ❛❞❞✐$✐♦♥✳
✹✳✹ ❉#✜♥✐'✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❆.❝❤✐'❡❝'✉.❡ 1.♦❣.❛♠♠❛❜❧❡ ✶✷✾
❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✻✿ ❆!❝❤✐%❡❝%✉!❡ ❞✉ ❜❧♦❝ ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡❧ ✏■♥✐%✐❛❧✐1❛%✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛♠❡!✑
❆♥❛❧②(❡ ❢♦♥❝-✐♦♥♥❡❧❧❡  ♦✉# $✈❛❧✉❡# ❧❡) #$)✉❧*❛*) ✐))✉) ❞✉ ❜❧♦❝✱ ♦♥ ❣$♥2#❡ ❛❧$❛*♦✐#❡✲
♠❡♥* ❞❡) ✈❛❧❡✉#) ✿
✕ u ∈ [0, 639]✳
✕ v ∈ [0, 479]✳
♣✉✐) ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡) ♣❛#❛♠2*#❡) θi ❡* ϕi✳ ❆♣#2) ❛✈♦✐# ❝❛❧❝✉❧$ ❝❡) ♣❛#❛♠2*#❡)✱ ♦♥ ❧❡)
❝♦♠♣❛#❡ ❛✈❡❝ ❧❡) ✈❛❧❡✉#) ❞❡ #$❢$#❡♥❝❡ ✐))✉❡) ❞❡ ❧✬❛❧❣♦#✐*❤♠❡ ✐♥✐*✐❛❧✳ ▲❡ *❛❜❧❡❛✉ ✹✳✼
#$)✉♠❡ ❧❡) #$)✉❧*❛*) ✐))✉) ❞❡ ❝❡**❡ )✐♠✉❧❛*✐♦♥✳ ▲✬❡♥)❡♠❜❧❡ ❞❡) ❡##❡✉#) ❡)* *#2) ❢❛✐❜❧❡✳
▲❡) ❡##❡✉#) ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡* ♠✐♥✐♠❛❧❡ )♦♥* ❞❡ ❧✬♦#❞#❡ ❞✉ ♠✐❧❧✐2♠❡ ❞❡ #❛❞✐❛♥ ❝❡ A✉✐ )❡♠❜❧❡
*♦✉* B ❢❛✐* #❛✐)♦♥♥❛❜❧❡ ❝♦♠♠❡ ❡##❡✉#✳
❱❛"✐❛❜❧❡' ❊""❡✉" ♠♦②❡♥♥❡ ❊❝❛"/ /②♣❡ ❊""❡✉" ▼✐♥ ❊""❡✉" ▼❛①
θi −5, 37× 10
−6
 ❛❞ 6, 90× 10−6  ❛❞ −1, 97× 10−5  ❛❞ 8, 97× 10−6  ❛❞
ϕi −0, 00035  ❛❞ 0, 00025  ❛❞ −0, 00084  ❛❞ 0, 00020  ❛❞
❚❛❜❧❡ ✹✳✼✿ ❘!"✉❧%❛%" ❞✉ ❜❧♦❝ ✏■♥✐%✐❛❧✐"❛%✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛♠❡2✑
❆♥❛❧②%❡ '❡♠♣♦+❡❧❧❡ ❊①♣#$✐♠❡♥)❛❧❡♠❡♥)✱ ❧♦$. ❞✬✉♥❡ ✐♥✐)✐❛❧✐.❛)✐♦♥✱ ❧❡. ♣❛$❛♠2)$❡.
❞❡. ♣❛$)✐❝✉❧❡. .❡$♦♥) .)♦❝❦#. ❞❛♥. ❧❛ ♠#♠♦✐$❡ ❙❙❘❆▼ ❛❧♦$. 9✉❡ ❧❡. ❞♦♥♥#❡. ❞❡ ❧❛ ❝❛$)❡
.❡$♦♥) ❞❛♥. ❧❛ ♠#♠♦✐$❡ ❙❉❘❆▼✳ ▲✬✐♥)❡♥.✐)# ❛$✐)❤♠#)✐9✉❡ ❞✉ ❜❧♦❝ ❞❡ )$❛✐)❡♠❡♥) ❡.) ❞❡
.❡✉❧❡♠❡♥) ✵✳✼✶✹✱ ♥♦)$❡ ✐♠♣❧❛♥)❛)✐♦♥ ♠❛)#$✐❡❧❧❡ ❛♣♣♦$)❡ ✉♥ ❣❛✐♥ ❞❡ ✸✳✶✽✱ ❧❡ )❡♠♣. ❞❡
)$❛✐)❡♠❡♥) ❡.) $#❞✉✐) ❞❡ ✽✻ ❝②❝❧❡. ♣❛$ ✐)#$❛)✐♦♥ H ✷✼✳ ◆♦)$❡ ♦♣)✐♠✐.❛)✐♦♥ ❛ #)# ❧✐♠✐)#❡
♣❛$ ❧❡. )❡♠♣. ❞✬❛❝❝2. H ❧❛ ♠#♠♦✐$❡✳
❆❉❉ ❙❯❇ ▼❯▲ ❉■❱ ▲❖❆❉ ❙❚❖❘❊
◆♦♠❜ ❡ ✸ ✵ ✷ ✵ ✹ ✸
◆♦♠❜ ❡ ✺ ✼
■❆ ✵✳✼✶✹
❚❛❜❧❡ ✹✳✽✿ ■♥%❡♥"✐%! ❆2✐%❤♠!%✐6✉❡ ❞✉ ❜❧♦❝ ❞✬✐♥✐%✐❛❧✐"❛%✐♦♥
,+♦❥❡❝'✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛♠❡+
❚+❛✐'❡♠❡♥' +4❛❧✐%4 ▲❛ ♣$♦❥❡❝)✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛♠❡$ ✭❇❋✹✮ ❡.) ✉)✐❧✐.#❡ ♣♦✉$ ❝❛❧❝✉❧❡$ ❧❛ ♣$#✲
❞✐❝)✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❜.❡$✈❛)✐♦♥✳ ❈❡))❡ ♣♦.✐)✐♦♥ ♣❡$♠❡) ❛✉ ✜❧)$❡ ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡$ ❧✬✐♥♥♦✲
✹✳✹ ❉#✜♥✐'✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❆.❝❤✐'❡❝'✉.❡ 1.♦❣.❛♠♠❛❜❧❡ ✶✸✵
❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✼✿ ❆!❝❤✐%❡❝%✉!❡ ❞✉ ❜❧♦❝ ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡❧ ✏/!♦❥❡❝%✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛♠❡!✑
✈❛"✐♦♥✳ ▲❛ ♣)♦❥❡❝"✐♦♥ ❡-" ).❛❧✐-.❡ ❣)1❝❡ ❛✉ ♠♦❞5❧❡ 6✐♥❤♦❧❡ -✉✐✈❛♥" ✿
(
u
v
)
=
(
cu + fku
xi,cam
zi,cam
cv + fkv
yi,cam
zi,cam
)
✭✹✳✷✵✮
❛✈❡❝ ✿
✕ (u, v) ❧❛ ♣♦-✐"✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠❡) -✉) ❧✬✐♠❛❣❡✳
✕ (xi,cam, yi,cam, zi,cam) ❧❛ ♣♦-✐"✐♦♥ ❞❡ (u, v) ❞❛♥- ❧❡ )❡♣5)❡ ❝❛♠.)❛✳
✕ fku✱ fkv✱ cu✱ cv ❞❡- ❝♦♥-"❛♥"❡- ♠♦❞.❧✐-❛♥"- ❧❛ ❝❛♠.)❛✳
▲❡- ❝♦♦)❞♦♥♥.❡- ❞❡- ❛♠❡)- ♥❡ -♦♥" ♣❛- ❞.✜♥✐❡- ❞❛♥- ❧❡ )❡♣5)❡ ❝❛♠.)❛ ♠❛✐- ❞❛♥- ❧❡
)❡♣5)❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣❛) ❝✐♥C ♣❛)❛♠5")❡-✳ ■❧ ❢❛✉" "♦✉" ❞✬❛❜♦)❞ ❝❛❧❝✉❧❡) ❧❛ ♣♦-✐"✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠❡)
❞❛♥- ❧❡ )❡♣5)❡ ❣❧♦❜❛❧ ✿


xi,glob
yi,glob
zi,glob

 =


xi
yi
0

+ 1
ρi
m(θi, ϕi) ✭✹✳✷✶✮
6✉✐-✱ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥" ❞❡ )❡♣5)❡ ❡-" ).❛❧✐-. ✿


xi,cam
yi,cam
zi,cam

 =


cos(θ) 0 sin(θ)
0 1 0
− sin(θ) 0 cos(θ)






xi,glob
yi,glob
zi,glob

−


x
y
0



 ✭✹✳✷✷✮
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❆$❝❤✐(❡❝(✉$❡ ♣$♦♣♦-.❡ ▲✬❛)❝❤✐"❡❝"✉)❡ ♣)♦♣♦-.❡ )❡♣)❡♥❞ ❧❡- ")♦✐- ."❛♣❡- ❞❡ ❝❛❧❝✉❧-✳
❊❧❧❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡- ❝♦♦)❞♦♥♥.❡- ❞❡ ❧✬❛♠❡) ❞❛♥- ❧❡ )❡♣5)❡ ❣❧♦❜❛❧ ❡♥ ✉"✐❧✐-❛♥" ❞❡✉① ▲❯❚ ♣♦✉)
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❞❡ ρ ❡-" ❝❛❧❝✉❧. ✉♥❡ -❡✉❧❡ ❢♦✐- ♣✉✐- ✉"✐❧✐-. ♣♦✉) ❧❡- ")♦✐- ❝♦♦)❞♦♥♥.❡-✳ ▲❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥" ❞❡
✹✳✹ ❉#✜♥✐'✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❆.❝❤✐'❡❝'✉.❡ 1.♦❣.❛♠♠❛❜❧❡ ✶✸✶
 ❡♣# ❡ ♣♦✉ ❧❡  ❡♣# ❡ ❝❛♠* ❛ ❡+, ❡✛❡❝,✉* ❡♥ ✉,✐❧✐+❛♥, ✉♥❡ +❡❝♦♥❞❡ ▲❯❚ ❝♦+✐♥✉+✴+✐♥✉+✳
▲❡ ♠♦❞#❧❡ 6✐♥❤♦❧❡ ❡+, ❡♥+✉✐,❡ ❛♣♣❧✐8✉* ❛✉① ❝♦♦ ❞♦♥♥*❡+✳ 6♦✉ *✈✐,❡ ✉♥❡ ❞✐✈✐+✐♦♥✱ ♦♥
♣ *❝❛❧❝✉❧❡ ❧✬✐♥✈❡ +❡ ❞❡ zi,cam✳
❆♥❛❧②'❡ ❢♦♥❝,✐♦♥♥❡❧❧❡ 6♦✉ *✈❛❧✉❡ ❧❡+  *+✉❧,❛,+ ✐++✉+ ❞✉ ❜❧♦❝✱ ♦♥ ,✐ ❡ ❛❧*❛,♦✐ ❡♠❡♥,
❞❡+ ✈❛❧❡✉ + ✿
✕ xik−1, y
i
k−1 ∈ [−10, 10]✳
✕ θik−1 ∈ [0, 2π]✳
✕ xi, yi ∈ [−10, 10]✳
✕ θi = θ
i
k + uangle ❛✈❡❝ uangle = − arctan(
u−cu
fku
)✳
✕ ϕi = arctan(
(v−cv)
fku
√
(v−cv)2
fkv2
+1
)✳
✕ ρi = 0.26✳
▲❡ ,❛❜❧❡❛✉ ✹✳✾  *+✉♠❡ ❧❡+  *+✉❧,❛,+ ✐++✉+ ❞✉ ❜❧♦❝ ❞❡ ♣ ♦❥❡❝,✐♦♥✳ ▲✬❡  ❡✉ ♠♦②❡♥♥❡ ❡+,
❞✬❡♥✈✐ ♦♥ ✉♥ ❞❡♠✐ ♣✐①❡❧✱ +♦♥ *❝❛ , ,②♣❡ ❡+, ❞❡ ✵✳✸ ♣✐①❡❧+✳ ❈❡+ ❡  ❡✉ + ❞❡ ♣ ♦❥❡❝,✐♦♥ +❡ ♦♥,
✐♥❝❧✉+❡+ ❞❛♥+ ❧❡ ✜❧, ❡ ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ ❡♥ +✉ ❡+,✐♠❛♥, ❧*❣# ❡♠❡♥, ❧❛ ♠❛, ✐❝❡ ❞❡ ✈❛ ✐❛♥❝❡ ❞❡
❧✬✐♥♥♦✈❛,✐♦♥✳
❱❛"✐❛❜❧❡' ❊""❡✉" ♠♦②❡♥♥❡ ❊❝❛"/ /②♣❡ ❊""❡✉" ▼✐♥ ❊""❡✉" ▼❛①
u −0, 66 ♣✐①❡❧' 0, 30 ♣✐①❡❧' −2, 081 ♣✐①❡❧' 0, 074 ♣✐①❡❧'
v −0, 52 ♣✐①❡❧' 0, 35 ♣✐①❡❧' −2, 351 ♣✐①❡❧' 0, 584 ♣✐①❡❧'
❚❛❜❧❡ ✹✳✾✿ ❘!"✉❧%❛%" ❞✉ ❜❧♦❝ ✏,-♦❥❡❝%✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛♠❡-✑
❆♥❛❧②'❡ ,❡♠♣♦0❡❧❧❡ ❊①♣* ✐♠❡♥,❛❧❡♠❡♥,✱ ❧❡+ ♣❛ ❛♠#, ❡+ ❞❡+ ♣❛ ,✐❝✉❧❡+ +♦♥, +,♦❝❦*+
❞❛♥+ ✉♥❡ ♠*♠♦✐ ❡ ❙❙❘❆▼ ❛❧♦ + 8✉❡ ❧❡+ ❞♦♥♥*❡+ ❞❡ ❧❛ ❝❛ ,❡ +♦♥, ❞❛♥+ ✉♥❡ ❙❉❘❆▼✳
▲✬✐♥,❡♥+✐,* ❛ ✐,❤♠*,✐8✉❡ ❞✉ ❜❧♦❝ ❡+, *✈❛❧✉*❡✱ ❡❧❧❡ ✈❛✉, ✸✳✶✽✼ ✭❚❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✵✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥,
♥♦, ❡ ❛ ❝❤✐,❡❝,✉ ❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧❧❡ ❜*♥*✜❝✐❡ ❞*❥V ❞❡ ♠✉❧,✐♣❧✐❡✉ + ❡, ❞✐✈✐+❡✉ + ♠❛,* ✐❡❧+✳ ▲❡
,❡♠♣+ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ✭✐♠♣❧❛♥,❛,✐♦♥ +✉ ◆■❖❙✷✮ ❡+, ❞❡ ✹✶✻ ❝②❝❧❡+ ♣❛ ✐,* ❛,✐♦♥ ♣❛ 
♣❛ ,✐❝✉❧❡+ ❡, ❧❡ ,❡♠♣+ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✐♠♣❧❛♥,❛,✐♦♥ ♠❛,* ✐❡❧❧❡ ❡+, ❞❡ ✻✶ ❝②❝❧❡+ +♦✐,
✉♥ ❣❛✐♥ ❞❡ ✻✳✽✳
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Si = HiPiH
T
i +R
Ki = PiHiS
−1
i
xi = xi +KiYi
Pi = (I−KiHi)Pi
✭✹✳✷✸✮
❈❡+ ❝❛❧❝✉❧+ +♦♥0 ❞❡+ ❝❛❧❝✉❧+ ♠❛07✐❝✐❡❧+✳ ■❧+ +♦♥0 ❝♦♥+0✐0✉(+ ❞✬✉♥❡ ♠✉❧0✐0✉❞❡ ❞❡ ♠✉❧0✐✲
♣❧✐❝❛0✐♦♥+ ❡0 ❞✬❛❞❞✐0✐♦♥+✳
❆1❝❤✐-❡❝-✉1❡ ♣1♦♣♦(7❡ ▲❛ ✜❣✉7❡ ✹✳✶✽ 7❡♣7(+❡♥0❡ ❧✬❛7❝❤✐0❡❝0✉7❡ ♣7♦♣♦+(❡✳ ▲❡+ ❞♦♥✲
♥(❡+ ❞✬❡♥07(❡+ +♦♥0 ✐++✉❡+ ❞✉ ❜❧♦❝ ✏T7♦❥❡❝0✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛♠❡7✑ ❡0 ✏❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❍✑ ♠❛✐+ ❛✉++✐
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#❡&✳ T✉✐&✱ ♥♦✉& ❞-✜♥✐.♦♥& ❧✬-#❛♣❡ ❞❡ ♣.-❞✐❝#✐♦♥ S✉✐ ♥♦✉& ♣❡.♠❡##.❛ ❞✬✐♥#.♦❞✉✐.❡ ✉♥❡
❣❡&#✐♦♥ ❛♠-❧✐♦.-❡ ❞❡& ❞♦♥♥-❡& ♦❞♦♠-#.✐S✉❡&✳ ❊♥&✉✐#❡✱ ♣♦✉. ♣♦✉✈♦✐. ❞-✜♥✐. ❧✬-#❛♣❡ ❞✬❡&✲
#✐♠❛#✐♦♥✱ ♥♦✉& ❞-✜♥✐.♦♥& ✉♥❡ ♣❛.❛♠-#.✐&❛#✐♦♥ ❞❡& ❛♠❡.& ❛❞❛♣#-❡ N ❧✬✉#✐❧✐&❛#✐♦♥ ❞✬✉♥❡
❝❛♠-.❛ ♠♦♥♦❝✉❧❛✐.❡ ✉#✐❧✐&❛♥# ✺ ♣❛.❛♠>#.❡&✳ ▲✬❛❧❣♦.✐#❤♠❡ ❛✐♥&✐ ❞-✜♥✐ &❡.❛ -✈❛❧✉- ❡♥ &✐✲
♠✉❧❛#✐♦♥✳ ❉❡& ♦♣#✐♠✐&❛#✐♦♥& &❡.♦♥# ❡♥&✉✐#❡ ♣.♦♣♦&-❡& ♣♦✉. ❛♠-❧✐♦.❡. ❧❡& ♣❡.❢♦.♠❛♥❝❡&
❞❡ ♥♦#.❡ ❛♣♣.♦❝❤❡✳ ❊♥ ♣❛.#✐❝✉❧✐❡.✱ ♥♦✉& ✉#✐❧✐&❡.♦♥& ✉♥❡ ♣.♦♣♦&✐#✐♦♥ ❞❡ ❏♦❧② ❡# ❘✐✈❡& ❬✻✶❪
♣❡.♠❡##❛♥# ❞✬❛♠-❧✐♦.❡. ❞❡ ♠❛♥✐>.❡ &✐❣♥✐✜❝❛#✐✈❡ ❧❡& .-&✉❧#❛#&✳ ▲✬❛❧❣♦.✐#❤♠❡ ♦♣#✐♠✐&-
&❡.❛ ❛❧♦.& -✈❛❧✉- ❡♥ &✐♠✉❧❛#✐♦♥ ♣✉✐& ❡①♣-.✐♠❡♥#❛❧❡♠❡♥#✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡& ❝♦♥❝❧✉&✐♦♥& ✐&&✉❡&
❞❡ ❝❡##❡ -✈❛❧✉❛#✐♦♥ ♥♦✉& ♣❡.♠❡##.♦♥# ❞✬-♠❡##.❡ ❞❡& ♣.♦♣♦&✐#✐♦♥& ❞✬❛♠-❧✐♦.❛#✐♦♥ ❡# ❞❡
❧❡& ✈❛❧✐❞❡. ❡♥ &✐♠✉❧❛#✐♦♥✳ ❈❡& ♣.♦♣♦&✐#✐♦♥& &❡ ❝♦♥❝❡♥#.❡♥# &✉. ❧✬✉#✐❧✐&❛#✐♦♥ ❞❡ ❝❛♣#❡✉.&
&✉♣♣❧-♠❡♥#❛✐.❡& ♣❡.♠❡##❛♥# ❞✬❛✉❣♠❡♥#❡. ❧❛ .❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡& ❞♦♥♥-❡&✳
✺✳✷ ▲✬❛♥❛❧②2❡ ♣❛& ✐♥%❡&✈❛❧❧❡2
T♦✉. .❡♣.-&❡♥#❡. ❞❡& ♥♦♠❜.❡&✱ ❧❡& ♦.❞✐♥❛#❡✉.& ✉#✐❧✐&❡♥# ✉♥ &②&#>♠❡ ❜✐♥❛✐.❡ ❞♦♥# ❧❛
♣.-❝✐&✐♦♥ ❡# ❧✬-#❡♥❞✉❡ &♦♥# ❧✐♠✐#-❡& ♣❛. ❧❡ ♥♦♠❜.❡ ❞❡ ❜✐#& &✉. ❧❡&S✉❡❧& ❝❡✉①✲❝✐ &♦♥# ❝♦❞-&✳
▲❡ ❝♦❞❛❣❡ ❜✐♥❛✐.❡ .❡♥❞ ✐♠♣♦&&✐❜❧❡ ❧❛ .❡♣.-&❡♥#❛#✐♦♥ ❡①❛❝#❡ ❞❡ ❧✬❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡& ♥♦♠❜.❡&
.-❡❧&✳
✺✳✷ ▲✬❛♥❛❧②)❡ ♣❛, ✐♥.❡,✈❛❧❧❡) ✶✹✾
▲✬❛❝❝✉♠✉❧❛'✐♦♥ ❞❡- ✐♠♣/0❝✐-✐♦♥- ♣❡✉' ❞❡✈❡♥✐/✱ ❛✉ ❢✉/ ❡' 4 ♠❡-✉/❡ ❞❡- ❝❛❧❝✉❧-✱ ✉♥ /0❡❧
♣/♦❜❧6♠❡✳ ▲✬❛♥❛❧②-❡ ♣❛/ ✐♥'❡/✈❛❧❧❡- ❛ ❞♦♥❝ 0'0 ❞0✈❡❧♦♣♣0❡ ♣❛/ ▼♦♦/❡ ❬✶✶✶❪ ♣♦✉/ ♦❜'❡♥✐/
❞❡- ♣❧❛❣❡- ❞❡ ✈❛❧❡✉/- ❝♦♥'❡♥❛♥' ♦❜❧✐❣❛'♦✐/❡♠❡♥' ❧❛ ✈❛❧❡✉/ ❡①❛❝'❡ ♣❧✉'?' @✉✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉/
❛♣♣/♦❝❤0❡✳ ❯♥ /0❡❧ ❡-' ❛❧♦/- /❡♣/0-❡♥'0✱ ♥♦♥ ♣❧✉- ♣❛/ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉/ ❛♣♣/♦❝❤0❡✱ ♠❛✐- ♣❛/
✉♥ ✐♥'❡/✈❛❧❧❡ ❝♦♥'❡♥❛♥' ❧❛ ✈❛❧❡✉/ ❡①❛❝'❡✳ C❛/ ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉/ ❡①♣/✐♠❡/ ❧❡ ♥♦♠❜/❡ C✐ ❛✈❡❝
✉♥❡ ♣/0❝✐-✐♦♥ ❛✉ ❞✐①✐6♠❡✱ ♦♥ ♥❡ ❞♦♥♥❡/❛ ♣❛- ❧❛ ✈❛❧❡✉/ ✸✳✶✹ ♠❛✐- ❧✬✐♥'❡/✈❛❧❧❡ ❬✸✳✶✹✱✸✳✶✺❪✳
✺✳✷✳✶ ❖✉&✐❧) ♠❛&❤-♠❛&✐.✉❡) ❞✬❛♥❛❧②)❡ ♣❛5 ✐♥&❡5✈❛❧❧❡)
◆♦'/❡ -②-'6♠❡ ❞❡ /❡❝♦♥-'/✉❝'✐♦♥ ❞✬❡♥✈✐/♦♥♥❡♠❡♥' ❡' ❞❡ ❧♦❝❛❧✐-❛'✐♦♥ -✐♠✉❧❛♥0❡- ❡-'
❛♣♣❡❧0 ❙▲❆▼ ♣❛/ ♠0'❤♦❞❡ ❡♥-❡♠❜❧✐-'❡ 4 ❜❛-❡ ❞✬❛♥❛❧②-❡ ♣❛/ ✐♥'❡/✈❛❧❧❡- ❡' ❞❡ ♣/♦♣❛❣❛✲
'✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥'/❛✐♥'❡-✳ ❉❡✉① ♦✉'✐❧- -♦♥' ✉'✐❧✐-0- ♣❛/ ❝❡ -②-'6♠❡ ✿ ❧✬❛♥❛❧②-❡ ♣❛/ ✐♥'❡/✈❛❧❧❡-
@✉✐ ♣❡/♠❡' ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛'✐♦♥ ❞❡- ❡♥-❡♠❜❧❡- ❡' ❧❛ ♣/♦♣❛❣❛'✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥'/❛✐♥'❡- @✉✐ ✐♥'6❣/❡
❧❡- ❞✐✛0/❡♥'❡- ❝♦♥'/❛✐♥'❡- ✐♥❞✉✐'❡- ♣❛/ ❧❡ ♠♦❞6❧❡ ❞❡ ❞0♣❧❛❝❡♠❡♥' ♦✉ ❞✬♦❜-❡/✈❛'✐♦♥✳
❈♦♠♠❡ -✉/ ✉♥❡ ❞✐♠❡♥-✐♦♥ ✉♥ /0❡❧ ❡-' /❡♣/0-❡♥'0 ♣❛/ ✉♥ ✐♥'❡/✈❛❧❧❡✱ ❛✈❡❝ '/♦✐- ❞✐♠❡♥✲
-✐♦♥-✱ ✉♥ ♣♦✐♥' ♦✉ ✉♥ ❛♠❡/ ❡-' /❡♣/0-❡♥'0 ♣❛/ ✉♥❡ ❜♦O'❡ 4 '/♦✐- ❞✐♠❡♥-✐♦♥- ❝♦♥'❡♥❛♥'
-❛ ♣♦-✐'✐♦♥ ❡①❛❝'❡✳ ▲❛ ❧♦❝❛❧✐-❛'✐♦♥ ❞✉ ♠♦❜✐❧❡ ❛✐♥-✐ @✉❡ ❧❛ ❝❛/'❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐/♦♥♥❡♠❡♥' -♦♥'
♠♦❞0❧✐-0❡- ♣❛/ ❞❡- ❜♦✐'❡- 4 '/♦✐- ❞✐♠❡♥-✐♦♥-✳ ❈❤❛@✉❡ ❜♦✐'❡ ✐♥❝❧✉' ❞❡ ♠❛♥✐6/❡ ❣❛/❛♥'✐❡ ❧❛
♣♦-✐'✐♦♥ /0❡❧❧❡ ❞✉ /♦❜♦' ♦✉ ❞✬✉♥ ❛♠❡/✳ ❉❡ ♣❧✉-✱ ❧❡- ❜♦✐'❡- ✐♥❝❧✉❡♥' ❧❡- ❞✐✛0/❡♥'❡- ❡//❡✉/-
❞❡ ♠♦❞6❧❡ ♣♦✉/ ❣❛/❛♥'✐/ ❧❛ ❝♦♥-✐-'❛♥❝❡ ❞❡- /0-✉❧'❛'-✳ C❧✉- ❧✬✐♥❝❡/'✐'✉❞❡ ❡-' ✐♠♣♦/'❛♥'❡✱
♣❧✉- ❧❛ '❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦✐'❡ -❡/❛ ❣/❛♥❞❡✳
❯♥❡ ♣❛/'✐❝✉❧❛/✐'0 ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②-❡ ♣❛/ ✐♥'❡/✈❛❧❧❡- ❡-' ❞❡ ❝♦♥-✐❞0/❡/ ❧✬❡♥-❡♠❜❧❡ ❞❡- ❡//❡✉/-
❝♦♠♠❡ 0'❛♥' ❜♦/♥0❡- ❡' ❞❡ ❜♦/♥❡- ❝♦♥♥✉❡-✳
▲✬✉'✐❧✐-❛'✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②-❡ ♣❛/ ✐♥'❡/✈❛❧❧❡- ♥0❝❡--✐'❡✱ ❜✐❡♥✲-P/✱ ❞❡- ♦♣0/❛'❡✉/- ❛♣♣/♦✲
♣/✐0- 4 ❝❡''❡ /❡♣/0-❡♥'❛'✐♦♥ ♣♦✉/ '/❛✐'❡/ ❧❡- ❞✐✛0/❡♥'- ❝❛❧❝✉❧-✳ ▲✬✐♥'0❣/❛'✐♦♥ ❞❡- ❞♦♥♥0❡-
♦❞♦♠0'/✐@✉❡- ♦✉ ❝❛♠0/❛ -♦✉- ❢♦/♠❡ ❞✬✐♥'❡/✈❛❧❧❡- ❡♥❣❡♥❞/❡ ❞❡- ♦♣0/❛'✐♦♥- ❡♥'/❡ ♣❧✉✲
-✐❡✉/- ✐♥'❡/✈❛❧❧❡- ❛❧♦/- /0❣✐❡- ♣❛/ ❧❡- ❧♦✐- ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②-❡ ♣❛/ ✐♥'❡/✈❛❧❧❡-✳
❆✈❛♥' ❞✬0'✉❞✐❡/ ♥♦'/❡ ❛❧❣♦/✐'❤♠❡✱ ♥♦✉- ❛❧❧♦♥- ♣/♦❝0❞❡/ 4 ✉♥❡ ❝♦✉/'❡ ✐♥'/♦❞✉❝'✐♦♥
❞❡- ♦✉'✐❧- ❞✬❛♥❛❧②-❡- ♣❛/ ✐♥'❡/✈❛❧❧❡- ❡' ❞❡ ❧❛ ♣/♦♣❛❣❛'✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥'/❛✐♥'❡-✳ ❈❡- ♦✉'✐❧- -♦♥'
✐♥❞✐-♣❡♥-❛❜❧❡- 4 ❧❛ ❝♦♠♣/0❤❡♥-✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠0'❤♦❞❡✳
✺✳✷✳✷ ❖♣-5❛&✐♦♥) )✉5 ❞❡) ✐♥&❡5✈❛❧❧❡)
▲❡- ♦♣0/❛'✐♦♥- ✭❛❞❞✐'✐♦♥✱ ♠✉❧'✐♣❧✐❝❛'✐♦♥✱ -♦✉-'/❛❝'✐♦♥✱ ❞✐✈✐-✐♦♥✮ -♦♥' /0❛❧✐-0❡- ❝❧❛--✐✲
@✉❡♠❡♥' -✉/ ❞❡- ♥♦♠❜/❡-✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥'✱ ❧❛ ♠0'❤♦❞❡ ❡♥-❡♠❜❧✐-'❡ ❞♦✐' ♠❛♥✐♣✉❧❡/ ♥♦♥ ♣❧✉-
❞❡- ♥♦♠❜/❡- ♠❛✐- ❞❡- ✐♥'❡/✈❛❧❧❡-✳
❚♦✉' ❞✬❛❜♦/❞✱ ♦♥ ❞0✜♥✐' ✉♥ ✐♥'❡/✈❛❧❧❡ ✿ ❝✬❡-' ✉♥ -♦✉-✲❡♥-❡♠❜❧❡ ❢❡/♠0 ❜♦/♥0 ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡
R✳ ❖♥ ❧❡ ♥♦'❡ ✿
[x] = [x, x] = {x ∈ R|x ≤ x ≤ x} ✭✺✳✶✮
✺✳✷ ▲✬❛♥❛❧②)❡ ♣❛, ✐♥.❡,✈❛❧❧❡) ✶✺✵
♦! x ❡# x $♦♥# &❡$♣❡❝#✐✈❡♠❡♥# $❛ ❜♦&♥❡ ✐♥❢/&✐❡✉&❡ ❡# $✉♣/&✐❡✉&❡✳
▲❡$ ✐♥#❡&✈❛❧❧❡$ /#❛♥# ❞❡$ ❡♥$❡♠❜❧❡$✱ ❧❡$ ♥♦#✐♦♥$ ❞✬/❣❛❧✐#/✱ ❞✬❛♣♣❛&#❡♥❛♥❝❡✱ ❞✬✐♥❝❧✉✲
$✐♦♥ ❡# ❞✬✐♥#❡&$❡❝#✐♦♥ $♦♥# ❞/✜♥✐❡$✳ ▲❛ &/✉♥✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ✐♥#❡&✈❛❧❧❡$ ❡$# ♣&♦❜❧/♠❛#✐;✉❡
♣✉✐$;✉✬❡❧❧❡ ♥✬❡$# ❡♥ ❣/♥/&❛❧ ♣❛$ ✉♥ ✐♥#❡&✈❛❧❧❡✳ ❖♥ &/❛❧✐$❡ ❛❧♦&$ ❧✬✉♥✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ ❞❡✉①
✐♥#❡&✈❛❧❧❡$ ∪ ❝♦&&❡$♣♦♥❞❛♥# ❛✉ ♣❧✉$ ♣❡#✐# ✐♥#❡&✈❛❧❧❡ ❝♦♥#❡♥❛♥# ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡ ❝❡$ ❞❡✉① ✐♥✲
#❡&✈❛❧❧❡$ ✿
[x]∪[y] = [min([x], [y]),max([x], [y])] ✭✺✳✷✮
❖♥ /#❡♥❞ ❧❡$ ♦♣/&❛#✐♦♥$ ✉$✉❡❧❧❡$ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛❞❞✐#✐♦♥✱ ❧❛ $♦✉$#&❛❝#✐♦♥✱ ❧❛ ♠✉❧#✐♣❧✐❝❛#✐♦♥
❡# ❧❛ ❞✐✈✐$✐♦♥ B ❧✬❛♥❛❧②$❡ ♣❛& ✐♥#❡&✈❛❧❧❡$ ✿
✕ ❆❞❞✐#✐♦♥ ✿ [x] + [y] = [x+ y, x+ y]
✕ ❙♦✉$#&❛❝#✐♦♥ ✿ [x]− [y] = [x− y, x− y]
✕ ▼✉❧#✐♣❧✐❝❛#✐♦♥ ✿ [x]× [y] = [min(x.y, x.y, x.y, x.y),max(x.y, x.y, x.y, x.y)]
✕ ❉✐✈✐$✐♦♥ ✿ $✐ ✵ /∈ ❬②❪✱ [x]/[y] = [x]× [1/y, 1/y]
✺✳✷✳✸ ❋♦♥❝(✐♦♥* ❞✬✐♥❝❧✉*✐♦♥
L♦✉& ♥✬✐♠♣♦&#❡ ;✉❡❧❧❡ ❢♦♥❝#✐♦♥ f ✱ ❧✬❛♥❛❧②$❡ ♣❛& ✐♥#❡&✈❛❧❧❡$ ❞/✜♥✐# ❧❛ ❢♦♥❝#✐♦♥ ❞✬✐♥✲
❝❧✉$✐♦♥ f[] ❞♦♥# ❧❡ &/$✉❧#❛# ❡$# ✉♥ ✐♥#❡&✈❛❧❧❡ ❡♥❣❧♦❜❛♥# ❞❡ ❧✬❡♥$❡♠❜❧❡ &/$✉❧#❛# ❞❡ f ✳ ❈✬❡$#
B ❞✐&❡ ✿
∀x ∈ D, f([x]) ⊂ f[]([x]) ✭✺✳✸✮
▲❛ ♠/#❤♦❞❡ ❧❛ ♣❧✉$ $✐♠♣❧❡ ♣♦✉& ♦❜#❡♥✐& ❝❡##❡ ❢♦♥❝#✐♦♥ ❞✬✐♥❝❧✉$✐♦♥ ❡$# ❞❡ &❡♠♣❧❛❝❡&
❧✬❡♥$❡♠❜❧❡ ❞❡$ ✈❛&✐❛❜❧❡$ ♣❛& ❧❡✉&$ ✐♥#❡&✈❛❧❧❡$✳ L❛& ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉& ❧❛ ❢♦♥❝#✐♦♥ $✉✐✈❛♥#❡ ✿
∀x ∈ D, f(x) = x➨+ x ✭✺✳✹✮
❖♥ ❞/✜♥✐# ❧❛ ❢♦♥❝#✐♦♥ ❞✬✐♥❝❧✉$✐♦♥ ❝♦♠♠❡ /#❛♥# ✿
∀x ∈ D, f[](x) = [x]➨+ [x] ✭✺✳✺✮
❉❛♥$ ❧❛ ❢♦♥❝#✐♦♥ ♣&/❝/❞❡♥#❡✱ ❝❤❛;✉❡ ✈❛&✐❛❜❧❡ ❛ /#/ &❡♠♣❧❛❝/❡ ♣❛& ✉♥ ✐♥#❡&✈❛❧❧❡✳ ▲❛
❢♦♥❝#✐♦♥ ❞✬✐♥❝❧✉$✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬✉♥ ✐♥#❡&✈❛❧❧❡ ♣❛& ✉♥❡ ❢♦♥❝#✐♦♥✳
✺✳✸ ▲❛ ♣&♦♣❛❣❛)✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥)&❛✐♥)❡/ ✶✺✶
✺✳✷✳✹ ▲✐❜'❛✐'✐❡*
▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛' ✐♥*❡'✈❛❧❧❡, ❡,* ,✐♠♣❧✐✜/ ♣❛' ❧✬✉*✐❧✐,❛*✐♦♥ ❞❡ ❧✐❜'❛✐'✐❡ *❡❧❧❡ 4✉❡ ❈❳❙❈
4✉✐ ♣❡'♠❡* ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡' ❧❡, ✐♥*❡'✈❛❧❧❡, ❝♦♠♠❡ ❞❡, ♥♦♠❜'❡, '/❡❧,✳ ❚♦✉*❡, ❧❡, ❢♦♥❝*✐♦♥,
♠❛*❤/♠❛*✐4✉❡, ❞❡ ❜❛,❡ ,♦♥* ♠✐,❡, ❡♥ <✉✈'❡ ♣♦✉' ❛❝❝❡♣*❡' ❞❡, ♥♦♠❜'❡, '/❡❧, ❛✐♥,✐ 4✉❡
❞❡, ✐♥*❡'✈❛❧❧❡,✳
✺✳✸ ▲❛ ♣&♦♣❛❣❛)✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥)&❛✐♥)❡/
▲❛ ♣'♦♣❛❣❛*✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥*'❛✐♥*❡, ❛ /*/ ❞/✈❡❧♦♣♣/❡ ❞❛♥, ❧❡, ❛♥♥/❡, ✶✾✼✵ ♣❛' ❲❛❧*③
❬✶✶✷❪ ❡* ♣'✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥* ✉*✐❧✐,/❡ ❡♥ ✐♥*❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❛'*✐✜❝✐❡❧❧❡ ❬✶✶✸❪✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥,✐,*❡ I '/❞✉✐'❡ ❧❡
❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞/✜♥✐*✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈❛'✐❛❜❧❡ *♦✉* ❡♥ ♠❛✐♥*❡♥❛♥* ❧✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡, ✈❛❧❡✉', ♣♦,,✐❜❧❡,
❝♦❤/'❡♥* ❛✈❡❝ ❧✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡, ❝♦♥*'❛✐♥*❡, ❞✉ ♣'♦❜❧J♠❡✳
▲❛ ♣'♦♣❛❣❛*✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥*'❛✐♥*❡, ❛ /*/ ✉*✐❧✐,/❡ ❝♦♥❥♦✐♥*❡♠❡♥* ❛✈❡❝ ❧✬❛♥❛❧②,❡ ♣❛' ✐♥*❡'✲
✈❛❧❧❡, I ❧❛ ✜♥ ❞❡, ❛♥♥/❡, ✽✵ ❬✶✶✹❪✳ ❊❧❧❡ ❛ /*/ ❛♣♣❧✐4✉/❡ I ❧❛ ❧♦❝❛❧✐,❛*✐♦♥ ❞❡ ✈/❤✐❝✉❧❡ ❡♥
❡♥✈✐'♦♥♥❡♠❡♥* ❡①*/'✐❡✉' ♣❛' ●♥✐♥❣ ❡* ❇♦♥♥✐❢❛✐* ❬✶✶✺❪✳ ▲✬❛♣♣'♦❝❤❡ ❝♦♥,✐,*❡ I ❞/✜♥✐'
✉♥ ❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥*'❛✐♥*❡, 4✉✐ ❡,* ❡♥,✉✐*❡ '/,♦❧✉ ❡♥ ✉*✐❧✐,❛♥* ❧❛ ♣'♦♣❛❣❛*✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✲
*'❛✐♥*❡,✱ ❝♦✉♣❧/❡ I ❧✬❛♥❛❧②,❡ ♣❛' ✐♥*❡'✈❛❧❧❡,✳ ❈❡ ,②,*J♠❡ ♣❡'♠❡* ❞✬♦❜*❡♥✐' ✉♥❡ ❧♦❝❛❧✲
✐,❛*✐♦♥ ❣❛'❛♥*✐❡ ,✐ ❧❡, ❤②♣♦*❤J,❡, '/❛❧✐,/❡, ,✉' ❧❡, ❜'✉✐*, ❛✛❡❝*❛♥* ❧❡, ❞♦♥♥/❡, ,♦♥*
'❡,♣❡❝*/❡,✳
✺✳✸✳✵✳✶ ❉&✜♥✐*✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥*1❛✐♥*❡
❉❛♥, ❧❡ ❝❛❞'❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②,❡ ♣❛' ✐♥*❡'✈❛❧❧❡,✱ ✉♥❡ ❝♦♥*'❛✐♥*❡ Ci ❡,* ✉♥❡ '❡❧❛*✐♦♥ ❛'✐*❤✲
♠/*✐4✉❡ 4✉✐ ❧✐❡ ♣❧✉,✐❡✉', ✐♥*❡'✈❛❧❧❡, [a], ..., [z]✱ ❡❧❧❡ ❡,* ❞/✜♥✐❡ ♣❛' ✿
Ci([a], ..., [z]) = 0 ✭✺✳✻✮
✺✳✸✳✵✳✷ ❈♦♥*1❛❝*✐♦♥
❯♥❡ ❝♦♥*'❛✐♥*❡ ♣❡✉* \*'❡ ✉*✐❧✐,/❡ ♣♦✉' '/❞✉✐'❡ ❧❛ *❛✐❧❧❡ ❞❡, ✐♥*❡'✈❛❧❧❡,✳ ]'❡♥♦♥,✱ ♣❛'
❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❝♦♥*'❛✐♥*❡ '❡❧✐❛♥* ❧❡, *'♦✐, ✐♥*❡'✈❛❧❧❡, [x], [y], [z] ✿
[z] = [x] + ln([y]) ✭✺✳✼✮
▲✬✉*✐❧✐,❛*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥*'❛✐♥*❡ ♣❡'♠❡* ❞❡ '/❞✉✐'❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞/✜♥✐*✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛4✉❡
✐♥*❡'✈❛❧❧❡✳ ■❧ ❡,* ♣❛'❢♦✐, ♥/❝❡,,❛✐'❡ ❞❡ '/❛❧✐,❡' ♣❧✉,✐❡✉', ✐*/'❛*✐♦♥, ❝♦♥,/❝✉*✐✈❡, ♣♦✉'
'/❞✉✐'❡ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♥ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞/✜♥✐*✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛4✉❡ ✐♥*❡'✈❛❧❧❡✳ ❈❡, ❝♦♥*'❛❝*✐♦♥,
,✉❝❝❡,,✐✈❡, ,♦♥* '/❛❧✐,/❡, *❛♥* 4✉✬✉♥❡ ✐*/'❛*✐♦♥ '/❞✉✐* ❛✉ ♠♦✐♥, ✉♥ ✐♥*❡'✈❛❧❧❡✳
✺✳✸ ▲❛ ♣&♦♣❛❣❛)✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥)&❛✐♥)❡/ ✶✺✷
◆✉♠#$✐&✉❡♠❡♥)✱ ♦♥ ♣♦-❡ x ∈ [1; 10]✱ y ∈ [3; 50]✱ z ∈ [−5; 5]✱ ❡♥ ✉)✐❧✐-❛♥) ❧❛ ❝♦♥)$❛✐♥)❡
❞#✜♥✐❡ ♣$#❝#❞❡♠♠❡♥)✱ ❧❡- ✐♥)❡$✈❛❧❧❡- ❝♦♥)$❛❝)#- -♦♥) ✿
[z] ∈ [z]
⋂
([x] + ln([y])) ✭✺✳✽✮
∈ [−5; 5]
⋂
([1; 10] + ln([3; 50]))
∈ [−5; 5]
⋂
[2.09; 13.92]
∈ [2.09; 5]
[x] ∈ [x]
⋂
([z]− ln([y])) ✭✺✳✾✮
∈ [1; 10]
⋂
([2.09; 5]− ln([3; 50]))
∈ [1; 10]
⋂
[−1.92; 3.91]
∈ [1; 3.91]
[y] ∈ [y]
⋂
exp([z]− [x]) ✭✺✳✶✵✮
∈ [3; 50]
⋂
exp([2.09; 5]− [1; 3.91])
∈ [3; 50]
⋂
[0.14; 408400]
∈ [3; 50]
❆♣$>- ❝♦♥)$❛❝)✐♦♥-✱ ♦♥ ♦❜)✐❡♥) ❧❡- ✐♥)❡$✈❛❧❧❡- x ∈ [1; 3.91]✱ y ∈ [3; 50]✱ z ∈ [2.09; 5]✳
▲❡- ✐♥)❡$✈❛❧❧❡- $#-✉❧)❛)- -♦♥) ❞❡ )❛✐❧❧❡ ✐♥❢#$✐❡✉$❡ ♦✉ #❣❛❧❡ C ❧❡✉$ )❛✐❧❧❡ ✐♥✐)✐❛❧❡✳ ❖♥
$❡♠❛$&✉❡ &✉❡✱ ❞❛♥- ♥♦)$❡ ❝❛-✱ ✐❧ ♥✬❡-) ♣❛- ♥#❝❡--❛✐$❡ ❞✬❡✛❡❝)✉❡$ ♣❧✉-✐❡✉$- #)❛♣❡- ❞❡
❝♦♥)$❛❝)✐♦♥-✱ ❧❡- ✐♥)❡$✈❛❧❧❡- ♥❡ ♣❡✉✈❡♥) ♣❧✉- G)$❡ $#❞✉✐)- ❛♣$>- ❧❛ ♣$❡♠✐>$❡ #)❛♣❡ ❞❡
♣$♦♣❛❣❛)✐♦♥✳
✺✳✸✳✵✳✸ &'♦♣❛❣❛,✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥,'❛✐♥,❡2
▲✬♦❜❥❡❝)✐❢ ❞✬✉♥ ♣$♦❜❧>♠❡ ❞❡ -❛)✐-❢❛❝)✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥)$❛✐♥)❡- ✭❈❙K✱ ❈♦♥-)$❛✐♥)- ❙❛)✐-❢❛❝✲
)✐♦♥ K$♦❜❧❡♠✮ ❬✺✽❪ ❡-) ❞✬♦❜)❡♥✐$ ❧❡- ♣❧✉- ♣❡)✐)- ✐♥)❡$✈❛❧❧❡- -❛)✐-❢❛✐-❛♥)- ✉♥ ❡♥-❡♠❜❧❡ ❞❡
❝♦♥)$❛✐♥)❡-✳ ▲❛ -♦❧✉)✐♦♥ -❡$❛ ❧✬❡♥-❡♠❜❧❡ ❞❡- ♣❧✉- ♣❡)✐)- ✐♥)❡$✈❛❧❧❡- -❛)✐-❢❛✐-❛♥)- )♦✉)❡-
❧❡- ❝♦♥)$❛✐♥)❡-✳
❯♥ ❈❙K ❡-) $#-♦❧✉ ❡♥ $#❛❧✐-❛♥) ❞❡- ❝♦♥)$❛❝)✐♦♥- -✉❝❝❡--✐✈❡- ❞❡- ❜♦P)❡- ✐♥✐)✐❛❧❡-✳
▲❡- ❜♦P)❡- $#-✉❧)❛)- ❝♦♥)✐❡♥♥❡♥) ❧✬❡♥-❡♠❜❧❡ ❞❡- ♣♦✐♥)- -❛)✐-❢❛✐-❛♥)- ❧✬❡♥-❡♠❜❧❡ ❞❡- ❝♦♥✲
)$❛✐♥)❡-✳ ❈❡- ❝♦♥)$❛❝)✐♦♥- ♣❡✉✈❡♥) G)$❡ $#❛❧✐-#❡- ♣❛$ ✉♥❡ ♣$♦♣❛❣❛)✐♦♥ ❋♦$✇❛$❞✴❇❛❝❦✇❛$❞
❬✺✽✱ ✶✶✺❪✳ ▲❡- ❝♦♥)$❛✐♥)❡- -♦♥) #❝$✐)❡- -♦✉- ❧❛ ❢♦$♠❡ f([x]) = [y] ♦V [x] ❡) [y] ♣❡✉✈❡♥)
✺✳✸ ▲❛ ♣&♦♣❛❣❛)✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥)&❛✐♥)❡/ ✶✺✸
 !"❡ ♠❡%✉"'❡%✳ )✉✐%✱ ❧❡% ❝♦♥!"❛✐♥!❡% %♦♥! ♣"♦♣❛❣'❡% ❞❡ y 4 x ❞❛♥% ✉♥❡ ♣"❡♠✐5"❡ '!❛♣❡
❡!✱ ❞❡ x 4 y ❞❛♥% ✉♥❡ %❡❝♦♥❞❡ '!❛♣❡✳
)❛" ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉% ❛❥♦✉!♦♥% ✉♥❡ %❡❝♦♥❞❡ ❝♦♥!"❛✐♥!❡ 4 ♥♦!"❡ ❡①❡♠♣❧❡ ♣"'❝'❞❡♥!✱ ❧❡
❈❙) ❞❡✈✐❡♥! ✿
{
[z] = [x] + ln[]([y])
[y] = [z]2
✭✺✳✶✶✮
▲❛ ❝♦♥!"❛❝!✐♦♥ ❡%! "'❛❧✐%'❡ ❡♥ ❞❡✉① '!❛♣❡% ✿
✶✳ ▲❛ ♣"♦♣❛❣❛!✐♦♥ ❋♦"✇❛"❞ C✉✐ "'❞✉✐! ❧❡% !❡"♠❡% 4 ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧✬'C✉❛!✐♦♥ ✭✺✳✶✶✮
[z] ∈ [z]
⋂
([x] + ln[]([y])) ✭✺✳✶✷✮
[y] ∈ [y]
⋂
[z]2 ✭✺✳✶✸✮
✷✳ ▲❛ ♣"♦♣❛❣❛!✐♦♥ ❇❛❝❦✇❛"❞ C✉✐ "'❞✉✐! ❧❡% !❡"♠❡% 4 ❞"♦✐!❡ ❞❡ ❧✬'C✉❛!✐♦♥ ✭✺✳✶✶✮
[x] ∈ [x]
⋂
([z]− ln[]([y])) ✭✺✳✶✹✮
[y] ∈ [y]
⋂
exp[]([z]− [x]) ✭✺✳✶✺✮
[z] ∈ [z]
⋂√
[y] ✭✺✳✶✻✮
)♦✉" ❞❡% ❈❙) ❝♦♠♣❧❡①❡%✱ ✐❧ ♣❡✉!  !"❡ ♥'❝❡%%❛✐"❡ ❞❡ "'❛❧✐%❡" ♣❧✉%✐❡✉"% ❝♦♥!"❛❝!✐♦♥%
%✉❝❝❡%%✐✈❡% ❥✉%C✉✬4 ❝❡ C✉✬✐❧ ♥✬② ❛✐! ♣❧✉% ❞❡ ❝♦♥!"❛❝!✐♦♥ ❞✬✐♥!❡"✈❛❧❧❡✳ ❈❡% ❝♦♥!"❛❝!✐♦♥%
%♦♥! "'❛❧✐%'❡% %♦✉% ❢♦"♠❡% ❞❡ ❜♦✉❝❧❡% ❞❡ ❝♦♥!"❛❝!✐♦♥% ❋♦"✇❛"❞ ✴ ❇❛❝❦✇❛"❞✱ "'❛❧✐%'❡%
!❛♥! C✉✬❛✉ ♠♦✐♥% ✉♥ ✐♥!❡"✈❛❧❧❡ ❡%! ❝♦♥!"❛❝!'✳
◆✉♠'"✐C✉❡♠❡♥!✱ ♦♥ "❡♣"❡♥❞ ❧❡% "'%✉❧!❛!% ❞✉ ♣❛"❛❣"❛♣❤❡ ♣"'❝'❞❡♥! ✿ x ∈ [1; 3.91]✱
y ∈ [3; 50]✱ z ∈ [2.09; 5]✳ ❖♥ ❝♦♥!"❛❝!❡ ❧❡% ✐♥!❡"✈❛❧❧❡% ❡♥ ✉!✐❧✐%❛♥! ❧❛ ❝♦♥!"❛✐♥!❡ %✉♣♣❧'✲
♠❡♥!❛✐"❡ ✿
✶✳ ❋♦"✇❛"❞ ✿
[y] ∈ [y]
⋂
[z]2 ∈ [3; 50]
⋂
[2.09; 5]2 ∈ [4.36; 25] ✭✺✳✶✼✮
[z] ∈ [z]
⋂
([x] + ln[]([y])) ∈ [2.09; 5]
⋂
[1; 3.91] + ln[]([4.36; 25]) ✭✺✳✶✽✮
∈ [2.47; 5] ✭✺✳✶✾✮
✷✳ ❇❛❝❦✇❛"❞ ✿
[x] ∈ [x]
⋂
([z]− ln[]([y])) ∈ [1; 3.91]
⋂
[2.47; 5]− ln[]([4.36; 25]) ∈ [1; 3.53]✭✺✳✷✵✮
[y] ∈ [y]
⋂
exp[]([z]− [x]) ∈ [4.36; 25]
⋂
exp[]([2.47; 5]− [1; 3.53]) ✭✺✳✷✶✮
∈ [4.36; 25] ✭✺✳✷✷✮
[z] ∈ [z]
⋂√
[y] ∈ [2.47; 5]
⋂√
[4.36; 25] ∈ [2.47; 5] ✭✺✳✷✸✮
✺✳✹ ❉$✜♥✐(✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦0✐(❤♠❡ ❞❡ ❙▲❆▼ ❡♥7❡♠❜❧✐7(❡ ✶✺✹
❆♣"#$ ❧❛ ♣"❡♠✐#"❡ *+❛♣❡ ❞❡ ❋♦"✇❛"❞✴❇❛❝❦✇❛"❞✱ ✐❧ ❡$+ ❡♥❝♦"❡ ♣♦$$✐❜❧❡ ❞❡ "❡❝♦♥+"❛❝+❡"
❧❡$ ✐♥+❡"✈❛❧❧❡$ ✭❙❡✉❧ ❧❡$ *;✉❛+✐♦♥$ ✐♠♣❧✐;✉❛♥+ ✉♥❡ "*❞✉❝+✐♦♥ ❞✬✐♥+❡"✈❛❧❧❡ $♦♥+ ❡①♣❧✐❝✐+*❡$✮
✿
[y] ∈ [y]
⋂
[z]2 ∈ [4.36; 25]
⋂
[2.47; 5]2 ∈ [6.10; 25] ✭✺✳✷✹✮
[z] ∈ [z]
⋂
([x] + ln[]([y])) ∈ [2.47; 5]
⋂
[1; 3.53] + ln[]([6.10; 25]) ∈ [2.80; 5]✭✺✳✷✺✮
[x] ∈ [x]
⋂
([z]− ln[]([y])) ∈ [1; 3.53]
⋂
[2.80; 5]− ln[]([6.10; 25]) ∈ [1; 3.20]✭✺✳✷✻✮
▲❛ ❝♦♥+"❛❝+✐♦♥ ❡$+ ❡✛❡❝+✉*❡ +❛♥+ ;✉✬❛✉ ♠♦✐♥$ ✉♥ ✐♥+❡"✈❛❧❧❡ ❡$+ "*❞✉✐+✳ ▲❛ ♣"♦♣❛✲
❣❛+✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥+"❛❝+✐♦♥ ❡$+ "*❛❧✐$*❡ ❡♥ ❆♥♥❡①❡$ ✻✳✷✱ ❊;✉❛+✐♦♥$ ✻✳✷✳ ▲❛ ♣"♦♣❛❣❛+✐♦♥ ❞❡
❝♦♥+"❛✐♥+❡$ ❡$+ ♠❛✐♥+❡♥❛♥+ $+❛❜✐❧✐$*❡ ✿ ❛✉❝✉♥ ✐♥+❡"✈❛❧❧❡ ♥❡ ♣❡✉+ ♣❧✉$ J+"❡ ❝♦♥+"❛❝+*✳ ■❧
❡$+ L "❡♠❛";✉❡" ;✉❡ ❞❡ ♠✉❧+✐♣❧❡$ ✐+*"❛+✐♦♥$ ❇❛❝❦✇❛"❞✴❋♦"✇❛"❞ ♦♥+ *+* ♥*❝❡$$❛✐"❡$ ♣♦✉"
❝♦♥+"❛❝+❡" ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❧❡$ ✐♥+❡"✈❛❧❧❡$✳
✺✳✹ ❉$✜♥✐(✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦0✐(❤♠❡ ❞❡ ❙▲❆▼ ❡♥7❡♠❜❧✐7(❡
◆♦✉$ ❛✈♦♥$ *+✉❞✐* ❧❡$ ❞✐✛*"❡♥+$ ♦✉+✐❧$ ♥*❝❡$$❛✐"❡$ L ❧❛ ❝♦♥❝❡♣+✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦"✐+❤♠❡
❞❡ ❙▲❆▼ ❡♥$❡♠❜❧✐$+❡ ♣❛" ♣"♦♣❛❣❛+✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥+"❛✐♥+❡$✳ ◆♦+"❡ ♦❜❥❡❝+✐❢ ♣"✐♥❝✐♣❛❧ ❡$+ ❞❡
❞*✜♥✐" ✉♥ ❛❧❣♦"✐+❤♠❡ ❞♦♥+ ❧❡$ "*$✉❧+❛+$ $♦♥+ ❝♦♥$✐$+❛♥+$ ❡+ ❣❛"❛♥+✐$✳
▲✬❛❧❣♦"✐+❤♠❡ ✉+✐❧✐$❡ ❞❡$ ❞♦♥♥*❡$ ♦❞♦♠#+"✐;✉❡$ ♣♦✉" ♣"*❞✐"❡ ❧❛ ♣♦$✐+✐♦♥ ❞✉ "♦❜♦+ ✭❝♦♠♠❡
❉✐ ▼❛"❝♦ ❡! ❛❧✳ ❬✺✺❪✱ V♦"+❛ ❬✺✾❪✮ ❡+ ❞❡$ ❞♦♥♥*❡$ ♣"♦✈❡♥❛♥+ ❞✬✉♥❡ ❝❛♠*"❛ ♠♦♥♦❝✉❧❛✐"❡
♣♦✉" ❝♦""✐❣❡" ❝❡++❡ ♣♦$✐+✐♦♥✳ ▲❛ ♣♦$✐+✐♦♥ ❞✉ ♠♦❜✐❧❡ ❡$+ "❡♣"*$❡♥+*❡ ♣❛" ✉♥ ♣❛✈* ❡♥ +"♦✐$
❞✐♠❡♥$✐♦♥$ ✿ [x] = ([x][y][θ])T ❛✈❡❝ x✱ y ❧❛ ♣♦$✐+✐♦♥ ❞✉ "♦❜♦+ ❞❛♥$ ❧❡ "❡♣#"❡ ❣❧♦❜❛❧ ❡+ θ
$♦♥ ♦"✐❡♥+❛+✐♦♥✳ ❖♥ $✉♣♣♦$❡ ;✉❡ ❧❡ "♦❜♦+ $❡ ❞*♣❧❛❝❡ $✉" ✉♥ ♣❧❛♥✳
✺✳✺ ❊(❛♣❡ ❞❡ ;0$❞✐❝(✐♦♥
▲✬*+❛♣❡ ❞❡ ♣"*❞✐❝+✐♦♥ ✉+✐❧✐$❡ ❧❡$ ❝❛♣+❡✉"$ ♣"♦♣"✐♦❝❡♣+✐❢$ ❡♠❜❛";✉*$ $✉" ♥♦+"❡ ♣❧❛+❡✲
❢♦"♠❡ ❡①♣*"✐♠❡♥+❛❧❡ ✿ ❧❡$ ♦❞♦♠#+"❡$✳ ▲✬❊❑❋✲❙▲❆▼ ❛✐♥$✐ ;✉❡ ❧❡ ❋❛$+❙▲❆▼ ✉+✐❧✐$❡♥+
✉♥ ♠♦❞#❧❡ ❞❡ ❞*♣❧❛❝❡♠❡♥+ ♣"♦❜❛❜✐❧✐$+❡ ♣♦✉" ✐♥+*❣"❡" ❧❡$ ❞♦♥♥*❡$ ♦❞♦♠*+"✐;✉❡$✳ ◆♦✉$
✉+✐❧✐$❡"♦♥$ ❝❡ ♠♦❞#❧❡ ♣♦✉" ♦❜+❡♥✐" ✉♥ ♠♦❞#❧❡ ❞✬✐♥+*❣"❛+✐♦♥ ❡♥$❡♠❜❧✐$+❡✱ ❞*✜♥✐ ♣❛"
❙❡✐❣♥❡③ ❡! ❛❧✳ ❬✺✹❪✳ ▲✬✉+✐❧✐$❛+✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞#❧❡ ♠♦♥+"❡"❛ ❧❡ ♣❡$$✐♠✐$♠❡ ✐♠♣♦"+❛♥+ ❞❡$
"*$✉❧❛+$✳ ◆♦✉$ ♣"♦♣♦$♦♥$ ❞♦♥❝ ✉♥❡ $♦❧✉+✐♦♥ ♣♦✉" ❧✐♠✐+❡" ❧❡ ♣❡$$✐♠✐$♠❡ ✐♥❞✉✐+ ♣❛" ❧❡
♠♦❞#❧❡ ❞✬✐♥+*❣"❛+✐♦♥ ❞❡$ ❞♦♥♥*❡$✳
✺✳✺✳✶ ▼♦❞&❧❡ ♣*♦❜❛❜✐❧✐./❡
❈❤❛;✉❡ ♦❞♦♠#+"❡ "❡+♦✉"♥❡ ❧❛ ❞✐$+❛♥❝❡ ✭ntr✱ ntl✱ ❡♥ ♥♦♠❜"❡ ❞❡ ♣❛$✮ ♣❛"❝♦✉"✉❡ ♣❛"
✉♥❡ "♦✉❡✳ ❖♥ ✉+✐❧✐$❡ ❧❡ ♠J♠❡ ♠♦❞#❧❡ ❞❡ ❞*♣❧❛❝❡♠❡♥+ ;✉❡ ♣♦✉" ❧✬❊❑❋✲❙▲❆▼ ♦✉ ❧❡
✺✳✺ ❊#❛♣❡ ❞❡ ()*❞✐❝#✐♦♥ ✶✺✺
❋❛"#❙▲❆▼ ✿
f(xk−1, δsk, δθk) =


xk−1 + δs cos
(
θk−1 +
δθ
2
)
yk−1 + δs sin
(
θk−1 +
δθ
2
)
θk−1 + δθ

 ✭✺✳✷✼✮
❛✈❡❝ ✿
✕ δsk ✿ ❧❛ ❞✐"#❛♥❝❡ ♣❛8❝♦✉8✉❡ ♣❛8 ❧❡ ✈;❤✐❝✉❧❡ ❡♥#8❡ ❧✬✐♥"#❛♥# k − 1 ❡# k✳
✕ δθk ✿ ❧❛ ✈❛8✐❛#✐♦♥ ❞❡ ❝❛♣ ❡♥#8❡ ❧✬✐♥"#❛♥# k − 1 ❡# k✳
▲❡ ❞;♣❧❛❝❡♠❡♥# ❧♦♥❣✐#✉❞✐♥❛❧ δθ ❝♦88❡"♣♦♥❞ @ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉8 ❞❡ ❧✬❛8❝ ❞❡ ❝❡8❝❧❡ ❞;✜♥✐ ♣❛8
❧❡ ❞;♣❧❛❝❡♠❡♥# ❞✉ 8♦❜♦# ❡# ❧❡ ❞;♣❧❛❝❡♠❡♥# 8♦#❛#✐♦♥♥❡❧ δs ❝♦88❡"♣♦♥❞ @ ❧✬❛♥❣❧❡ 8❡♣8;✲
"❡♥#❛♥# ❧✬❛8❝ ❞❡ ❝❡8❝❧❡ ✭❱♦✐8 ❙❡❝#✐♦♥✳ ✷✳✸✳✷✮✳ ❈❡" ❞❡✉① ✈❛8✐❛❜❧❡" "♦♥# ❝❛❧❝✉❧;❡" @ ❧✬❛✐❞❡
❞❡" ❞♦♥♥;❡" ♣8♦♣8✐♦❝❡♣#✐✈❡"✳ ▲❡" ❞♦♥♥;❡" ♣8♦♣8✐♦❝❡♣#✐✈❡" ✭npr✱ npl✮ "♦♥# ✉#✐❧✐";❡" ♣♦✉8
❝❛❧❝✉❧❡8 ❧❡ ❞;♣❧❛❝❡♠❡♥# ✭δr✱ δl✮ ❞❡ ❝❤❛I✉❡ 8♦✉❡ ❡♥ ♠J#8❡" ✿
δr,l =
2Πr
Npt
npr,l ✭✺✳✷✽✮
❛✈❡❝ r ❧❡ 8❛②♦♥ ❞❡ ❧❛ 8♦✉❡ ❡# Npt ❧❡ ♥♦♠❜8❡ ❞❡ ♣❛" ♣❛8 #♦✉8 ❞❡ ♥♦#8❡ ♦❞♦♠J#8❡✳
❖♥ ♣❡✉# ❡♥"✉✐#❡ ❝❛❧❝✉❧❡8 ❧❡ ❞;♣❧❛❝❡♠❡♥# ❧♦♥❣✐#✉❞✐♥❛❧ ✭δs✮ ❡# 8♦#❛#✐♦♥♥❡❧ ✭δθ✮ ✿
(
δs
δθ
) = g(δl, δr) =
(
δr+δl
2
δl−δr
2e
)
✭✺✳✷✾✮
❆✈❡❝ 2e ❧❛ #❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥#8❛①❡ ✭❡♥ ♠J#8❡✮✳
✺✳✺✳✷ ▼♦❞&❧❡ ❊♥+❡♠❜❧✐+/❡
O♦✉8 ❧❡ ♠♦❞J❧❡ ❡♥"❡♠❜❧✐"#❡✱ ✐❧ ❡"# ♥;❝❡""❛✐8❡ ❞❡ ❜♦8♥❡8 ❧✬❡♥"❡♠❜❧❡ ❞❡" ✐♥❝❡8#✐#✉❞❡"✳
❊♥ ❡✛❡#✱ ❧❡" ♣❛8❛♠J#8❡" #❡❧" I✉❡ ❧❡ 8❛②♦♥ ❞❡ ❝❤❛I✉❡ 8♦✉❡ ♦✉ ❧✬❡♥#8❛①❡ ❞❡" 8♦✉❡" ❛88✐J8❡"
♥❡ ♣❡✉✈❡♥# ♣❛" R#8❡ ❝♦♥♥✉" ❛✈❡❝ ♣8;❝✐"✐♦♥✳ ❖♥ ❞;✜♥✐# ❞♦♥❝ ✿
✕ [r] ✿ ❧✬✐♥#❡8✈❛❧❧❡ ❝♦♥#❡♥❛♥# ❧❛ ✈❛❧❡✉8 8;❡❧❧❡ ❞✉ 8❛②♦♥ ❞❡" 8♦✉❡"✳
✕ [e] ✿ ❧✬✐♥#❡8✈❛❧❧❡ ❝♦♥#❡♥❛♥# ❧❛ ✈❛❧❡✉8 8;❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥#8❛①❡ ❞❡" 8♦✉❡" ❛88✐J8❡"✳
✕ [npr,l] = [npr,l − 1, npr,l + 1] ✿ ❧✬✐♥#❡8✈❛❧❧❡ ❝♦♥#❡♥❛♥# ❧❛ ❞✐"#❛♥❝❡ ♣❛8❝♦✉8✉❡ ♣❛8 ✉♥❡
8♦✉❡ ✭❡♥ ♥♦♠❜8❡ ❞❡ ♣❛"✮ ❡♥ "✉♣♣♦"❛♥# I✉❡ ❧❡ ❣❧✐""❡♠❡♥# ❞❡" 8♦✉❡" ❡"# ♥✉❧✳
▲✬❛❥♦✉# ❞❡ ❞❡✉① ♣❛" ❞✬✐♥❝❡8#✐#✉❞❡ [ntr,l − 1, ntr,l + 1] ❡"# ♥;❝❡""❛✐8❡ ♣♦✉8 ♦❜#❡♥✐8 ❞❡
♠❛♥✐J8❡ ❣❛8❛♥#✐❡ ❧❡ ❞;♣❧❛❝❡♠❡♥# ❞✬✉♥ ♦❞♦♠J#8❡✳ ▲❛ ✜❣✉8❡ ✺✳✶ 8❡♣8;"❡♥#❡ ✉♥ ❞;✲
♣❧❛❝❡♠❡♥# ❛✐♥"✐ I✉❡ ❧❡ 8;"✉❧#❛# ❞❡ ❧✬❛❝❝✉♠✉❧❛#✐♦♥ ❞❡" ♣❛" ♦❞♦♠;#8✐I✉❡"✳ ▲❛ ❞✐"#❛♥❝❡
8;❡❧❧❡ ♣❛8❝♦✉8✉❡ ❡"# ❞✬❡♥✈✐8♦♥ ✻✳✺ ♣❛" ♦❞♦♠;#8✐I✉❡"✱ ❛❧♦8" I✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣#❛❣❡ ❞❡ ♣❛"
♦❞♦♠;#8✐I✉❡" ❡"# ❞❡ ✼ ♣❛"✳
◗✉❛#8❡" ❞✐"#❛♥❝❡" ♣❛8❝♦✉8✉❡" ♣❡✉✈❡♥# R#8❡ ❝❤♦✐"✐❡" ❡♥ ❢♦♥❝#✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥# ❞✉
✺✳✺ ❊#❛♣❡ ❞❡ ()*❞✐❝#✐♦♥ ✶✺✻
❋✐❣✉$❡ ✺✳✶✿ ❯!✐❧✐$❛!✐♦♥ ❞❡$ ❞♦♥♥*❡$ ♦❞♦♠*!,✐-✉❡$
♠♦❜✐❧❡ & ❧✬✐♥)*+✐❡✉+ ❞✬✉♥ ♣❛0 ♦❞♦♠*)+✐1✉❡ ✿
✕ ▲❛ ❞✐0)❛♥❝❡ d1 ❝❤♦✐0✐) ❞❡ ♣❧❛❝❡+ ❧❡ +♦❜♦) & ❧❛ ✜♥ ❞✉ ♣+❡♠✐❡+ ♣❛0 ♦❞♦♠*)+✐1✉❡ ❡)
❛✉ ❞*❜✉) ❞✉ ❞❡+♥✐❡+ ♣❛0✱ ❧❛ ❞✐0)❛♥❝❡ ❛✐♥0✐ ♣❛+❝♦✉+✉❡ ❡0) ✻ ♣❛0✳
✕ ▲❛ ❞✐0)❛♥❝❡ d2 ♣❧❛❝❡ ❧❡ +♦❜♦) & ❧❛ ✜♥ ❞✉ ♣+❡♠✐❡+ ♣❛0 ❡) & ❧❛ ✜♥ ❞✉ ❞❡+♥✐❡+ ♣❛0✱ ❧❛
❞✐0)❛♥❝❡ ❡0) ♠❛✐♥)❡♥❛♥) ❞❡ ✼ ♣❛0✳
✕ ▲❛ ❞✐0)❛♥❝❡ d3 ♣❧❛❝❡ ❧❡ +♦❜♦) ❛✉ ❞*❜✉) ❞✉ ♣+❡♠✐❡+ ♣❛0 ❡) ❞✉ ❞❡+♥✐❡+ ♣❛0✱ ❧❛ ❞✐0)❛♥❝❡
❡0) ❞❡ ✼ ♣❛0✳
✕ ▲❛ ❞✐0)❛♥❝❡ d4 ♣❧❛❝❡ ❧❡ +♦❜♦) ❛✉ ❞*❜✉) ❞✉ ♣+❡♠✐❡+ ♣❛0 ❡) & ❧❛ ✜♥ ❞✉ ❞❡+♥✐❡+ ♣❛0✱
❧❛ ❞✐0)❛♥❝❡ ❡0) ♠❛✐♥)❡♥❛♥) ❞❡ ✽ ♣❛0✳
◆♦)+❡ ♠*)❤♦❞❡ ❞♦✐) ✐♥❝❧✉+❡ ❞❡ ♠❛♥✐>+❡ ❣❛+❛♥)✐❡ ❧✬❡♥0❡♠❜❧❡ ❞❡0 ❞♦♥♥*❡0 ❝❛♣)❡✉+0✱ ✐❧ ❡0)
❞♦♥❝ ♥*❝❡00❛✐+❡ ❞✬✐♥❝❧✉+❡ ❧✬❡♥0❡♠❜❧❡ ❞❡0 ❞✐0)❛♥❝❡0 d1& d4 ❞❛♥0 ✉♥ ✐♥)❡+✈❛❧❧❡✳ ❉❛♥0 ♥♦)+❡
❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❞✐0)❛♥❝❡ ✉)✐❧✐0*❡ 0❡+❛ d1
⋃
d2
⋃
d3
⋃
d4 = [6; 8]✳ ❊❧❧❡ ✐♥❝❧✉) ❞♦♥❝ ❞❡✉① ♣❛0
❞✬❡++❡✉+0 ✿ ✉♥ ♣❛0 ❡♥ ♣❧✉0 ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉+ +❡)♦✉+♥*❡ ♣❛+ ❧✬♦❞♦♠>)+❡ ❡) ✉♥ ♣❛0 ❡♥ ♠♦✐♥0✳
D♦✉+ ♦❜)❡♥✐+ ❧❡ ❞*♣❧❛❝❡♠❡♥) ❡♥ ♠>)+❡ ❞❡ ❝❤❛1✉❡ +♦✉❡✱ ♦♥ ✉)✐❧✐0❡ ❧❛ ✈❡+0✐♦♥ ❡♥0❡♠✲
❜❧✐0)❡ ❞✉ ♠♦❞>❧❡ ✉)✐❧✐0* ♣+*❝*❞❡♠♠❡♥) ✭❙❡❝)✐♦♥✳ ✷✳✸✳✷✮ ✿
[δr,l] =
2[π][r]
Npt
[npr,l] ✭✺✳✸✵✮
▲❛ ✈❛❧❡✉+ ❡①❛❝)❡ ❞✉ ♥♦♠❜+❡ π ♥✬*)❛♥) ♣❛0 ❝♦♥♥✉❡✱ ✐❧ ❡0) ♥*❝❡00❛✐+❡ ❞❡ ❧❛ ❞*✜♥✐+
❝♦♠♠❡ ✉♥ ✐♥)❡+✈❛❧❧❡✳ ❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡ ❞*♣❧❛❝❡♠❡♥) ❧♦♥❣✐)✉❞✐♥❛❧ ❡) ❧❡ ❞*♣❧❛❝❡♠❡♥) +♦)❛✲
)✐♦♥♥❡❧ ✿
(
[δs]
[δθ]
) = g([δl], [δr]) =
(
[δr]+[δl]
2
[δl]−[δr]
2[e]
)
✭✺✳✸✶✮
❊♥✜♥✱ ♦♥ +❡♠♣❧❛❝❡ ❧❡0 ✈❛+✐❛❜❧❡0 ❞❛♥0 ❧❡ ♠♦❞>❧❡ ♣♦✉+ ♦❜)❡♥✐+ ❧❡ ♠♦❞>❧❡ ❞*✜♥✐ ♣❛+
❙❡✐❣♥❡③ ❡! ❛❧✳ ❬✺✹❪ ✿
✺✳✺ ❊#❛♣❡ ❞❡ ()*❞✐❝#✐♦♥ ✶✺✼
f([xk−1], [δsk], [δθk]) =


[xk−1] + [δsk] cos
(
[θk−1] +
[δθk]
2
)
[yk−1] + [δsk] sin
(
[θk−1] +
[δθk]
2
)
[θk−1] + [δθ]

 ✭✺✳✸✷✮
❈❡ ♠♦❞+❧❡ ♣❡.♠❡/ ❞✬♦❜/❡♥✐. 4 ❝❤❛8✉❡ ✐♥:/❛♥/ ✉♥ ♣❛✈< ❝♦♥/❡♥❛♥/ ♦❜❧✐❣❛/♦✐.❡♠❡♥/ ❧❛
♣♦:✐/✐♦♥ .<❡❧❧❡ ❞✉ ♠♦❜✐❧❡✳ ▲❡ ♣❛✈< ✐♥❝❧✉/ ❧❡: ✐♥❝❡./✐/✉❞❡: ♦❞♦♠</.✐8✉❡:✳
✺✳✺✳✸ ❈❙% %&'❞✐❝+✐♦♥
❖♥ ✉/✐❧✐:❡ ❧❡ ♠♦❞+❧❡ ❞❡ ♣.<❞✐❝/✐♦♥ ♣♦✉. ❢♦.♠❡. ✉♥ ♣.❡♠✐❡. ♣.♦❜❧+♠❡ ❞❡ :❛/✐:❢❛❝/✐♦♥
❞❡ ❝♦♥/.❛✐♥/❡:✳ ❊♥ ❡✛❡/✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡: ♣♦:✐/✐♦♥: :✉❝❝❡::✐✈❡: ❞✉ ♠♦❜✐❧❡ :♦♥/ .❡❧✐<❡: ♣❛.
❧❡ ♠♦❞+❧❡ ❞❡ ❞<♣❧❛❝❡♠❡♥/ ❡/ ❧❡: ❞♦♥♥<❡: ♦❞♦♠</.✐8✉❡:✳ D♦✉. ❢♦.♠❡. ❧❡ ♣.♦❜❧+♠❡ ❞❡
:❛/✐:❢❛❝/✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥/.❛✐♥/❡:✱ ♦♥ ❡①♣.✐♠❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡: ✈❛.✐❛❜❧❡: ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥/✳
D❛. ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ♠✐:❡ 4 ❥♦✉. ❞❡ ❧❛ ✈❛.✐❛❜❧❡ [xk] ♣❛. ❧✬❡①♣.❡::✐♦♥ ✿
[xk−1] + [δsk] cos
(
[θk−1] +
[δθk]
2
)
◆♦✉: ♣❡.♠❡/ ❞❡ ❞<✜♥✐. ✹ <8✉❛/✐♦♥: ❞❡ ❇❛❝❦✇❛.❞✳ ❊♥ ❡✛❡/✱ ❧❡: ✈❛.✐❛❜❧❡: [xk−1]✱
[δsk]✱ [θk−1] ❡/ [δθk] ♣❡✉✈❡♥/ N/.❡ ❡①♣.✐♠<❡: ❡♥ ❢♦♥❝/✐♦♥ ❞❡: ❛✉/.❡:✳ ❆♣.+: ❛✈♦✐. ❡①♣.✐♠<
❝❤❛8✉❡ ✈❛.✐❛❜❧❡✱ ♦♥ ♦❜/✐❡♥/ ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ✶✵ ❝♦♥/.❛✐♥/❡: ❞❡ ❇❛❝❦✇❛.❞ ❡/ ✸ ❝♦♥/.❛✐♥/❡: ❞❡
❋♦.✇❛.❞✱ ❧❛ /❛❜❧❡ ✺✳✶ .<:✉♠❡ ❧✬❡♥:❡♠❜❧❡ ❞❡: ❝♦♥/.❛✐♥/❡: ❞<✜♥✐❡:✳
❖♥ .❡♠❛.8✉❡ 8✉❡ ❧❡ /❛❜❧❡❛✉ ✺✳✶ ♥❡ .❡❝❛❧❝✉❧❡ ♣❛: ❧❡: ❝♦♥:/❛♥/❡: ♣.♦♣.❡: ❛✉ ✈<❤✐❝✉❧❡ ✿
❧❡ .❛②♦♥ ❞❡ ❧❛ .♦✉❡ ♦✉ ❧✬❡♥/.❛①❡✳ ◆♦✉: ❛✈♦♥: ❝❤♦✐:✐ ❞❡ ❝♦♥:✐❞<.❡. ❝❡: ♣❛.❛♠+/.❡: ❝♦♠♠❡
♣♦✉✈❛♥/ <✈♦❧✉❡. ❧<❣+.❡♠❡♥/ ❛✉ ❝♦✉.: ❞✬✉♥❡ ❡①♣<.✐♠❡♥/❛/✐♦♥✳
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♣❧✐✜<✳ ▲✬✉/✐❧✐:❛/✐♦♥ ❞✬✉♥ /.❛❥❡/ :✐♠♣❧✐✜< ♣❡.♠❡/ ❞✬❡①♣❧✐❝✐/❡. ♣❧✉: ❛✐:<♠❡♥/ ❧❡ ❝♦♠♣♦./❡✲
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.♦❜♦/ ♣❛.❝♦✉./ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉: ❞✬✉♥ /♦✉. ❝♦♠♣❧❡/✳ ▲❛ ✜❣✉.❡ ✺✳✷ .❡♣.<:❡♥/❡ ❧❡ /.❛❥❡/ :✉✐✈✐
♣❛. ❧❡ .♦❜♦/ ❛✈❡❝ ❧❡ :✐♠✉❧❛/❡✉.✳ ❈❡ /.❛❥❡/ .❡♣.<:❡♥/❡ ✉♥ ♣❛.❝♦✉.: ❞❡ ♣❧✉: ❞❡ ✺✵♠✳
▲❛ ✜❣✉.❡ ✺✳✸ .❡♣.<:❡♥/❡ ❧❛ ❜♦✐/❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐:❛/✐♦♥ ❞✉ .♦❜♦/ /♦✉/❡: ❧❡: ✶✵✵ ♣.<❞✐❝/✐♦♥:✳
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8✉❡ ❧❡ ❝♦✉❧♦✐. ❞✬✐♥❝❡./✐/✉❞❡✳
❆ ❝❤❛8✉❡ ✐♥:/❛♥/✱ ❧❛ ♣♦:✐/✐♦♥ .<❡❧❧❡ ✭xreel, yreel, θreel✮ ❞✉ .♦❜♦/ ❡:/ ❝♦♥♥✉❡ ♣❛. ❧❡
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[xk−1] = [xk−1]
⋂
([xk]− [δsk] cos([θk−1] +
[δθk]
2 ))
[yk−1] = [yk−1]
⋂
([yk]− [δsk] sin([θk−1] +
[δθk]
2 ))
[δsk] = [δsk]
⋂
(([xk]− [xk−1])/ cos([θk−1] +
[δθk]
2 ))
[δsk] = [δsk]
⋂
(([yk]− [yk−1])/ sin([θk−1] +
[δθk]
2 ))
[θk−1] = [θk−1]
⋂
([θk]− [δθk])
[θk−1] = [θk−1]
⋂
(arccos(([xk]− [xk−1])/[δsk])−
[δθk]
2 )
[θk−1] = [θk−1]
⋂
(arcsin(([yk]− [yk−1])/[δsk])−
[δθk]
2 )
[δθk] = [δθk]
⋂
(arccos(([xk]− [xk−1])/[δsk])− [θk−1])
[δθk] = [δθk]
⋂
(arcsin(([yk]− [yk−1])/[δsk])− [θk−1])
[δθk] = [δθk]
⋂
([θk]− [θk−1])
[xk] = [xk]
⋂
([xk−1] + [δsk] cos([θk−1] +
[δθk]
2 ))
[yk] = [yk]
⋂
([yk−1] + [δsk] sin([θk−1] +
[δθk]
2 ))
[θk] = [θk]
⋂
([θk−1] + [δθk])
[couloirx] = [x]− xreel
[couloiry] = [y]− yreel
[couloirθ] = [θ]− θreel
r = [0.04− 0.0005; 0.04 + 0.0005]
e = [0.10− 0.005; 0.10 + 0.005]
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♠❡♥(❛✐( ❞❡ ♠❛♥✐5!❡ ✐♠♣♦!(❛♥(❡✳ ❊♥ ❡✛❡(✱ ♥♦✉, ❛✈♦♥, !❡♠❛!/✉" ❛✉ ♣❛!❛❣!❛♣❤❡ ✺✳✺✳✷ /✉❡
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♣❛, ❞✬✐♥❝❡!(✐(✉❞❡, ? ❝❤❛/✉❡ ✐♥("❣!❛(✐♦♥ ❞❡, ❞♦♥♥"❡,✳ ❖♥ ♣!♦♣♦,❡ ✉♥❡ ❛♠"❧✐♦!❛(✐♦♥ ❞❡
❧❛ ♣!✐,❡ ❡♥ ❝♦♠♣(❡ ❞❡, ❞♦♥♥"❡, ♦❞♦♠"(!✐/✉❡, ♣♦✉! ❞✐♠✐♥✉❡! ❧❡ ♣❡,,✐♠✐,♠❡ ❞❡ ❧✬"(❛♣❡
❞❡ ♣!"❞✐❝(✐♦♥✳ ❖♥ ,❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥, ❧❡ ❝❛, ♦✉ ✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥ ❣❧✐,,❡♠❡♥( ❞❡ !♦✉❡,✳
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✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥( d = d1 + d2✳ ▲❡ ,②,(5♠❡ ❝♦♠♣(❡ ❧❡, ❢!♦♥(, ♠♦♥(❛♥(, ✐,,✉, ❞✉ ,✐❣♥❛❧
♦❞♦♠5(!✐/✉❡✳
❈❧❛,,✐/✉❡♠❡♥(✱ ❧❡, !",✉❧(❛(, ❞❡ ❧♦❝❛❧✐,❛(✐♦♥ ,♦♥( ♠♦❞"❧✐,", ♣❛! ❧❡ ✏❙✐♠♣❧❡  !❡❞✐❝(✐♦♥✑
✭❙ ✮✱ ♥♦(!❡ ❝♦♥(!✐❜✉(✐♦♥ ♦❜(✐❡♥( ❧❡, !",✉❧(❛(, ✏ !❡❞✐❝(✐♦♥ ❆♠"❧✐♦!"❡ ✑ ✭❊ ✮✳ ❆✉ ❧❛♥❝❡✲
♠❡♥( ❞❡ ❧✬❛❧❣♦!✐(❤♠❡✱ ❧❛ ❜♦✐(❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐,❛(✐♦♥ ❡,( (!5, ♣❡(✐(❡ ✭SP0✱ EP0✮✳
❉#♣❧❛❝❡♠❡♥+ ,#❛❧✐.#  ♦✉! ♥♦(!❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ !♦✉❡ !"❛❧✐,❡ ❞❡✉① ♠♦✉✈❡♠❡♥(, ,✉❝❝❡,,✐❢ ✿
❧❡ ♣!❡♠✐❡! ♠♦✉✈❡♠❡♥( ❛ ✉♥❡ ❧♦♥❣❡✉! d1 ❡( ❝♦!!❡,♣♦♥❞ ❛✉① ✐♥,(❛♥(, ❞❡ T0 ? T1✱ ❧❡ ,❡❝♦♥❞
♠♦✉✈❡♠❡♥( ❛ ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉! d2 ❡( ❝♦!!❡,♣♦♥❞ ❛✉① ✐♥,(❛♥(, T1 ? T2✳
▲❡, ❞♦♥♥"❡, ♦❞♦♠"(!✐/✉❡, ❝♦!!❡,♣♦♥❞❛♥( ? ❝❡ ♠♦♠❡♥( ,♦♥( O1 /✉✐ !❡♣!",❡♥(❡ ❞❡✉①
❢!♦♥(, ♠♦♥(❛♥(, ❡( O2 (!♦✐, ❢!♦♥(, ♠♦♥(❛♥(,✳
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❞❡✉① ♣❛, ❞✬❡!!❡✉!, ✭❱♦✐! ♣❛!❛❣!❛♣❤❡ ✺✳✺✳✷✮ ❡( ♦❜(✐❡♥( ❧❛ ❜♦✐(❡ ✭ [SP1]✮✳ ▲❛ (❛✐❧❧❡ ❞❡
❧❛ ❜♦✐(❡ !",✉❧(❛( ❡,( ❞✬❡♥✈✐!♦♥ ✷ ♣❛,✳ ❖♥ ✈"!✐✜❡ /✉❡ ❧❡ !",✉❧(❛( ❡,( ❝♦♥,✐,(❛♥(✱ [SP1]
✐♥❝❧✉(❧❛ ❧♦❝❛❧✐,❛(✐♦♥ !"❡❧❧❡ T1✳
❊♥,✉✐(❡✱ ♣♦✉! ❧❡ ❞"♣❧❛❝❡♠❡♥( d2✱ ❙ ❛❥♦✉(❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❞❡✉① ♣❛, ❞✬❡!!❡✉!, ❡( ♦❜(✐❡♥(
❧❛ ❜♦✐(❡ [SP2]✮✱ ❧❛ (❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦✐(❡ ❡,( ❞✬❡♥✈✐!♦♥ ✹ ♣❛,✳ ❖♥ ✈"!✐✜❡ /✉❡ ❧❡ !",✉❧(❛( ❡,(
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❛❥♦✉(" /✉✬✉♥ ,❡✉❧ ♣❛, ❞✬❡!!❡✉!✳
 ❛! ❝♦♥,"/✉❡♥(✱ ♥♦✉, ❛✣!♠♦♥, /✉❡ ❧✬❡!!❡✉! ❞✉❡ ? ❧❛ /✉❛♥(✐✜❝❛(✐♦♥ ❞❡, ❞♦♥♥"❡,
♦❞♦♠"(!✐/✉❡, ❡,( ♥♦♥ ❝✉♠✉❧❛(✐✈❡✳ ❯♥❡ (❡❧❧❡ ❡!!❡✉! ❡,( ❧❛ ♠T♠❡ ❛♣!5, ✉♥ ❞"♣❧❛❝❡♠❡♥(
❞❡ ✶ ♠ ♦✉ ✶ ❦♠ ❡( ✐❧ ♥✬❡,( ♣❛, ♥"❝❡,,❛✐!❡ ❞❡ ♣!♦♣❛❣❡! ✉♥❡ ❡!!❡✉! ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥
,✉✐✈✐✳ ◆"❛♥♠♦✐♥, ♥♦✉, ❞❡✈♦♥, ♣!❡♥❞!❡ ❡♥ ❝♦♠♣(❡ ❝❡((❡ ❡!!❡✉! ? ❝❤❛/✉❡ ❢♦✐, /✉❡ ♥♦✉,
❛✈♦♥, ❜❡,♦✐♥ ❞✬✉(✐❧✐,❡! ❧❛ ♣♦,✐(✐♦♥ ❡①❛❝(❡ ❞✉ !♦❜♦(✳
/,#❞✐❝+✐♦♥ ❆♠#❧✐♦,#❡ ◆♦✉, ♣!♦♣♦,♦♥, ❞♦♥❝ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡! ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦✐(❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐,❛✲
(✐♦♥ ❡♥ ✉(✐❧✐,❛♥( ❧❡ ♠T♠❡ ♠♦❞5❧❡ ♦❞♦♠"(!✐/✉❡ ♠❛✐, ,❛♥, ❛❥♦✉(❡! ❞❡ ♣❛, ,✉♣♣❧"♠❡♥(❛✐!❡✳
■❧ ❡,( ♥"❝❡,,❛✐!❡ ❞✬❛❥♦✉(❡! ❧❡, ♣❛, ❞✬❡!!❡✉!, ✉♥✐/✉❡♠❡♥( ♣♦✉! ❝♦♥♥❛✐(!❡ ❧❛ ❜♦✐(❡ ✐♥❝❧✉❛♥(
❞❡ ♠❛♥✐5!❡ ,Y!❡ ❧❛ ♣♦,✐(✐♦♥ !"❡❧❧❡✳ ❆♣!5, ❧❡ ❞"♣❧❛❝❡♠❡♥( d1✱ ❊ ❝❛❧❝✉❧❡ ❞❡✉① ❜♦✐(❡, ✿
EP1
EP vis1
EP1 EP
vis
1
EP1
EP vis1 d2
EP2 EP
vis
2 EP
vis
1
SP2
[yi] = ([xi], [yi], [ϕi], [θi], [di])
[xi], [yi]
[φi], [θi]
−→m(φi, θi)
[di]
✺✳✻ ❊$❛♣❡ ❞✬❊*$✐♠❛$✐♦♥ ✶✻✹
 ✉❡ ♣$%❝%❞❡♠♠❡♥* +❛✉❢  ✉❡ ❧✬♦♥ ✉*✐❧✐+❡ ❞❡+ ✐♥*❡$✈❛❧❧❡+ 3 ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ +✐♠♣❧❡+ ♥♦♠❜$❡+✳
❖♥ ❞%✜♥✐* ♣❛$ ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ *$❛♥+❢♦$♠❛*✐♦♥ ❡♥+❡♠❜❧✐+*❡ ❞✉ $❡♣9$❡ ❣❧♦❜❛❧ ❛✉ $❡♣9$❡ ♠♦❜✐❧❡
✭T[],glob,mob(xglob, yglob, zglob)✮ ✿


[xmob]
[ymob]
[zmob]

 =


cos[]([θ]) 0 sin[]([θ])
0 1 0
− sin[]([θ]) 0 cos[]([θ])






[xglob]
[yglob]
[zglob]

−


[x]
[y]
0



 ✭✺✳✸✺✮
❛✈❡❝ ✿
✕ [xmob], [ymob]✱ [zmob] ✿ ❧❛ ♣♦+✐*✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝✉❜❡ ❞❛♥+ ❧❡ $❡♣9$❡ ♠♦❜✐❧❡✳
✕ [xglob], [yglob]✱ [zglob] ✿ ❧❛ ♣♦+✐*✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝✉❜❡ ❞❛♥+ ❧❡ $❡♣9$❡ ❣❧♦❜❛❧✳
✕ [x]✱ [y]✱ [θ] ✿ ❧❛ ♣♦+✐*✐♦♥ ❞✉ $♦❜♦* ❞❛♥+ ❧❡ $❡♣9$❡ ❣❧♦❜❛❧✳
▲♦$+ ❞❡ ❧✬✐♥✐*✐❛❧✐+❛*✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛♠❡$✱ ❧❡+ ♣❛$❛♠9*$❡+ +♦♥* ❞%✜♥✐+ ♣❛$ ✿
❼ [xi] = [xcamera] ❡* [yi] = [ycamera] ✿ ❧❡ ♣$❡♠✐❡$ ♣♦✐♥* ❞❡ ✈✉❡ ❡+* %❣❛❧ 3 ❧❛ ♣♦+✐*✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❝❛♠%$❛ ✳
❼ [θi] = [θ] + [uangle] ❛♥❞ [ϕi] = [vangle] ✿ θ ❧❡+ ✈❛❧❡✉$+ ❞✬♦❜+❡$✈❛*✐♦♥ ✉ ❡* ✈ +♦♥*
❝♦♥✈❡$*✐❡+ ❡♥ ❛♥❣❧❡✳ ▲❛ ❝❛♠%$❛ ❡+* ✉♥ ❝❛♣*❡✉$ ❛♥❣✉❧❛✐$❡ ✿ ❝❤❛ ✉❡ ♣✐①❡❧ ❝♦$$❡+♣♦♥❞ 3
✉♥ ❛♥❣❧❡ ❞✬♦✉✈❡$*✉$❡ ❡* ✉♥ ❛♥❣❧❡ ❞✬%❧%✈❛*✐♦♥✱ ❞%✜♥✐+ ❡♥ ✉*✐❧✐+❛♥* ❧❡ ♠♦❞9❧❡ D✐♥❤♦❧❡ ✿
[uangle] = − arctan[](
[cu]− [uobs]
[f ][ku]
) ✭✺✳✸✻✮
[vangle] = − arctan[](
[cv]− [vobs]
[f ][kv]cos[]([uangle])
) ✭✺✳✸✼✮
❛✈❡❝ uobs✱ vobs ❧❡+ ♣✐①❡❧+ ❝♦$$❡+♣♦♥❞❛♥* 3 ❧✬♦❜+❡$✈❛*✐♦♥✱ f ❧❛ ❞✐+*❛♥❝❡ ❢♦❝❛❧❡✱ (ku, kv)
❧❛ *❛✐❧❧❡ ❞❡+ ♣✐①❡❧+ ❡* (cu, cv) ❧❡ ❝❡♥*$❡ ♦♣*✐ ✉❡✳ ▲❡+ ♣❛$❛♠9*$❡+ +♦♥* ♦❜*❡♥✉+ 3 ❧✬❛✐❞❡ ❞❡
❧❛ ❝❛❧✐❜$❛*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛♠%$❛✱ ♦♥ ❛ ❛❥♦✉*% ✉♥ ❜$✉✐* ❝♦$$❡+♣♦♥❞❛♥* 3 ✸ +✐❣♠❛+ ❞✉ ♠♦❞9❧❡
♣$♦❜❛❜✐❧✐+*❡✳
❼ [di] =]0;+∞[ ✿ ❧❛ ❞✐+*❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛♠%$❛ 3 ❧✬❛♠❡$ ❡+* ✐♥❝♦♥♥✉❡ ❧♦$+ ❞❡ ❧❛ ♣$❡♠✐9$❡
♦❜+❡$✈❛*✐♦♥✳
▲❛ ✜❣✉$❡ ✺✳✾ $❡♣$%+❡♥*❡ ❧✬✐♥✐*✐❛❧✐+❛*✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❛♠❡$+✳ ▲❡ ♣$❡♠✐❡$ ❝❛+ $❡♣$%+❡♥*❡
✉♥❡ ✐♥✐*✐❛❧✐+❛*✐♦♥ ❛✉ ❞%❜✉* ❞❡ ❧❛ *$❛❥❡❝*♦✐$❡✳ ▲❡ ♠♦❜✐❧❡ %*❛♥* ❝♦$$❡❝*❡♠❡♥* ❧♦❝❛❧✐+%✱
❧✬✐♥❝❡$*✐*✉❞❡ ❛♥❣✉❧❛✐$❡ ❡+* $❡❧❛*✐✈❡♠❡♥* ❢❛✐❜❧❡✱ ♦♥ $❡♠❛$ ✉❡  ✉❡ ❧❡ ❝I♥❡ ❞✬✐♥❝❡$*✐*✉❞❡
✐♥❝❧✉* ❜✐❡♥ ❧✬✐♥❝❡$*✐*✉❞❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞❡ ♣$♦❢♦♥❞❡✉$✳
▲❡ +❡❝♦♥❞ ❝❛+ $❡♣$%+❡♥*❡ ✉♥❡ ✐♥✐*✐❛❧✐+❛*✐♦♥ ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ *$❛❥❡* ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✐♥❝❡$*✐*✉❞❡
❞✬♦$✐❡♥*❛*✐♦♥ ✐♠♣♦$*❛♥*❡✱ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐+❛*✐♦♥ ❞%✜♥✐❡ ♣❛$ ❧❡ ❝I♥❡ ❡+* ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉+
✐♠♣♦$*❛♥*❡ ❞❛♥+ ❝❡ ❝❛+✳ ❊♥ ❡✛❡*✱ ❧✬✐♥❝❡$*✐*✉❞❡ ❞✉❡ 3 ❧❛ ❝❛♠%$❛ ❡+* ❧❛ ♠M♠❡  ✉❡ ❞❛♥+
❧❡ ❝❛+ ♣$%❝%❞❡♥*✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥*✱ ❞✉$❛♥* ❧❡ *$❛❥❡* ❧❡ ♠♦❜✐❧❡ ❛ ❛❝❝✉♠✉❧% ✉♥❡ ✐♥❝❡$*✐*✉❞❡
❞✬♦$✐❡♥*❛*✐♦♥✳ ❈✬❡+* ♣♦✉$ ✉♦✐ ❧❡ ❝I♥❡ ❞✬✐♥❝❡$*✐*✉❞❡ ❞❡ ❧✬❛♠❡$ ❛ ✉♥❡ ♦✉✈❡$*✉$❡ ♣❧✉+
✐♠♣♦$*❛♥*❡✳
✺✳✻ ❊$❛♣❡ ❞✬❊*$✐♠❛$✐♦♥ ✶✻✺
❋✐❣✉$❡ ✺✳✾✿ ■♥✐#✐❛❧✐&❛#✐♦♥ ❞✬❛♠❡,& ❛✈❡❝ ❡# &❛♥& ✐♥❝❡,#✐#✉❞❡ ❞✬♦,✐❡♥#❛#✐♦♥ ❞✉ ♠♦❜✐❧❡
▲✬✉♥ ❞❡& ✐♥()*+(& ♠❛❥❡✉*& ❞❡ ❧❛ (❤)♦*✐❡ ❡♥&❡♠❜❧✐&(❡ ❡&( ❞❡ ♣♦✉✈♦✐* ♠♦❞)❧✐&❡* ❧❡ ♣❧✉&
♣*)❝✐&)♠❡♥( ♣♦&&✐❜❧❡ ❧❡& ❝❛♣(❡✉*&✳ ❊♥ ❡✛❡(✱ ❧✬✐♥❝❡*(✐(✉❞❡ ❞❡ ♣*♦❢♦♥❞❡✉* ❡&( ❝♦**❡❝(❡✲
♠❡♥( ✐♥✐(✐❛❧✐&)❡ ❡( ✐♥❝❧✉( ❧✬❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡& ♣*♦❢♦♥❞❡✉*& ♣♦&&✐❜❧❡&✳ ❉❡ ♣❧✉&✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥❡
❤②♣♦(❤>&❡ ❛ ♣*✐♦*✐ &✉* ❧❛ ♣*♦❢♦♥❞❡✉*✳
✺✳✻✳✸ ❊%&✐♠❛&✐♦♥%
▲❛ ♣❤❛&❡ ❞✬❡&(✐♠❛(✐♦♥ ✉(✐❧✐&❡ ❧❛ ♣*♦♣❛❣❛(✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥(*❛✐♥(❡&✳ ❉❛♥& ♥♦(*❡ ❝❛&✱ ♣❧✉&✐❡✉*&
❝♦♥(*❛✐♥(❡& &♦♥( ❞✐&♣♦♥✐❜❧❡& ✿
✕ ❧❡ ♠♦❞>❧❡ ❞❡ ❞)♣❧❛❝❡♠❡♥( ✭❊C✳ ✺✳✸✷✮ ❞)✜♥✐( ✉♥ ❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥(*❛✐♥(❡&✳ ❊♥ ❡✛❡(✱
♦♥ ✉(✐❧✐&❡ (♦✉(❡& ❧❡& )C✉❛(✐♦♥& ❞❡ ❞)♣❧❛❝❡♠❡♥( ❞❡ ❧✬✐♥&(❛♥( (❂✵ K ❧✬✐♥&(❛♥( ♣*)&❡♥(✳
✕ ❧✬♦❜&❡*✈❛(✐♦♥ ❞❡& ❛♠❡*& ♥♦✉& ❞♦♥♥❡ ✉♥ &❡❝♦♥❞ ❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥(*❛✐♥(❡&✳
▲✬♦❜&❡*✈❛(✐♦♥ ❞❡& ❛♠❡*& ❡&( *)❛❧✐&)❡ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉* ❧❡ ❋❛&(❙▲❆▼♠❛✐& ❡♥ ✉(✐❧✐&❛♥( ❧✬❛♥❛❧②&❡
♣❛* ✐♥(❡*✈❛❧❧❡&✳ ▲❛ ♣♦&✐(✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠❡* ❞❛♥& ❧❡ *❡♣>*❡ ❣❧♦❜❛❧ ❡&( ❝❛❧❝✉❧)❡ ❡♥ ✉(✐❧✐&❛♥( ❧❛
❢♦*♠✉❧❡ &✉✐✈❛♥(❡ ✿
[Ai] =


[xi]
[yi]
0

+ [di]−→m []([θi], [ϕi]) ✭✺✳✸✽✮
❛✈❡❝ ✿
−→m []([θi], [ϕi]) =


cos[]([θi]) cos[]([ϕi])
− sin[]([θi]) cos[]([ϕi])
sin[]([ϕi])

 ✭✺✳✸✾✮
❊♥ ✉(✐❧✐&❛♥( ❧❛ ♣♦&✐(✐♦♥ ❞✉ *♦❜♦( [xk] ❡( ❧❛ ♣♦&✐(✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠❡* [Ai]✱ ♦♥ ❡♥ ❞)❞✉✐( ❧❛
♣♦&✐(✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠❡* ❞❛♥& ❧❡ *❡♣>*❡ ❝❛♠)*❛ ✿
[Ai,cam] = T[],mob,cam(R[]([Ai]− [xk])) ✭✺✳✹✵✮
✺✳✻ ❊$❛♣❡ ❞✬❊*$✐♠❛$✐♦♥ ✶✻✻
❛✈❡❝ T[],mob,cam ❧❛ %&❛♥(❢♦&♠❛%✐♦♥ ❡♥(❡♠❜❧✐(%❡ ❡♥%&❡ ❧❡ &❡♣/&❡ ♠♦❜✐❧❡ ❡% ❧❡ &❡♣/&❡
❝❛♠0&❛✱ R[] ❧❛ ♠❛%&✐❝❡ ❞❡ &♦%❛%✐♦♥ ❡♥%&❡ ❧❡ &❡♣/&❡ ❞✉ &♦❜♦% ❡% ❧❡ &❡♣/&❡ ❣❧♦❜❛❧✳
❊♥ &❡♠♣❧❛7❛♥% [Ai] ❞❛♥( ❧✬❡①♣&❡((✐♦♥ ♣&0❝0❞❡♥%❡✱ ♦♥ ♦❜%✐❡♥% ✿
[hci ] = T[],mob,cam(R[](


[xi]
[yi]
0

+ [di]−→m []([θi], [ϕi])− [xk])) ✭✺✳✹✶✮
▲❛ ❝❛♠0&❛ ♥✬♦❜(❡&✈❡ ♣❛( ❞✐&❡❝%❡♠❡♥% [hci ] ♠❛✐( (❛ ♣&♦❥❡❝%✐♦♥ (✉& ❧❡ ♣❧❛♥ ✐♠❛❣❡✳
●&C❝❡ ❛✉ ♠♦❞/❧❡ D✐♥❤♦❧❡✱ ♦♥ ♦❜%✐❡♥% ✿
[hi] =
(
[ui,pred]
[vi,pred]
)
=

 [cu]− [f ][ku] [h
c
i,x]
[hci,z ]
[cv]− [f ][kv]
[hci,y ]
[hci,z ]


✭✺✳✹✷✮
❈❤❛H✉❡ ❝♦♥(%❛♥%❡ ❞✉ ♠♦❞/❧❡ D✐♥❤♦❧❡ [cu], [f ], [ku], [cv], [f ], [kv] ❡(% ❞0✜♥✐❡ ♣❛& ✉♥
✐♥%❡&✈❛❧❧❡✱ ❝♦♥%❡♥❛♥% ❧❛ ✈❛❧❡✉& &0❡❧❧❡✳ ❈❡%%❡ ♠0%❤♦❞❡ ✐♥❝❧✉% ✉♥❡ ✐♠♣&0❝✐(✐♦♥ (✉& ❝❤❛H✉❡
✈❛&✐❛❜❧❡ ❞✉ ♠♦❞/❧❡✳
D♦✉& ♠❡%%&❡ J ❥♦✉& ❧❛ ♣♦(✐%✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛♠❡&✱ ♦♥ &0❛❧✐(❡ ❧✬✐♥%❡&(❡❝%✐♦♥ ❡♥%&❡ ❝❤❛H✉❡
♣❛&❛♠/%&❡ ❝♦♥♥✉ ✭[xi], [yi], [θi], [ϕi], [di]✮ ❡% ❝❤❛H✉❡ ♣❛&❛♠/%&❡ ♦❜(❡&✈0✳ D♦✉& ❝❡❧❛✱ ♦♥
✐♥✈❡&(❡ ❧❡( 0H✉❛%✐♦♥( ✺✳✹✷ ❡% ♦♥ ❡①♣&✐♠❡ ❝❤❛H✉❡ ♣❛&❛♠/%&❡ ✭ [xi], [yi], [θi], [ϕi], [ρi]✮ ❡♥
❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡( ❛✉%&❡( ✈❛&✐❛❜❧❡(✳
❖♥ &0❛❧✐(❡ ❡♥(✉✐%❡ ✉♥❡ ♣&♦♣❛❣❛%✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥%&❛✐♥%❡( ❞❡ %②♣❡ ❇❛❝❦✇❛&❞✴❋♦&✇❛&❞ (✉&
❧✬❡♥(❡♠❜❧❡ ❞❡( ❝♦♥%&❛✐♥%❡( ✭♠♦❞/❧❡ ❞❡ ❞0♣❧❛❝❡♠❡♥% ❡% ❞✬♦❜(❡&✈❛%✐♦♥✮ ♣♦✉& &0❞✉✐&❡ ❧❡(
✐♥%❡&✈❛❧❧❡(✳
✺✳✻✳✸✳✶ ❈❛' ✷ ❞✐♠❡♥'✐♦♥'
❉0✜♥✐2✐♦♥ ❞❡' 03✉❛2✐♦♥' ❞❡ ♣6♦♣❛❣❛2✐♦♥ D♦✉& ♣♦✉✈♦✐& ❡①♣&✐♠❡& ❧❡( 0H✉❛%✐♦♥( ❞❡ ♣&♦♣✲
❛❣❛%✐♦♥✱ ♦♥ (❡ ❝♦♥❝❡♥%&❡ (✉& ✉♥ ❝❛( ✷❉ ❛✈❡❝ ❞❡( 0H✉❛%✐♦♥( (✐♠♣❧✐✜0❡(✳ ▲❛ ✜❣✉&❡ ❞0✜♥✐%
❧❡( &❡♣/&❡( ✉%✐❧✐(0(✱ ❧❡ &❡♣/&❡ ❝❛♠0&❛ ❡(% ❝♦♥❢♦♥❞✉ ❛✈❡❝ ❧❡ &❡♣/&❡ ♠♦❜✐❧❡✳
❋✐❣✉$❡ ✺✳✶✵✿ ❉!✜♥✐%✐♦♥ ❞❡) *❡♣,*❡) )✐♠♣❧✐✜!)
✺✳✻ ❊$❛♣❡ ❞✬❊*$✐♠❛$✐♦♥ ✶✻✼
▲❡ "♦❜♦% ❡&% "❡♣"(&❡♥%( ♣❛" ✉♥❡ ❜♦✐%❡ [x] = ([x][y][θ])T✱ ❧❛ ❝❛♠("❛ ❡&% ♣♦&✐%✐♦♥♥(❡
❡①❛❝%❡♠❡♥% ❛✉ ♠2♠❡ ❡♥❞"♦✐% 4✉❡ ❧❡& ♦❞♦♠5%"❡&✳ ▲❡& ❛♠❡"& ❝♦♥&✐❞("(& &♦♥% ✉♥✐4✉❡♠❡♥%
❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥&✐♦♥& [xa], [ya]✳
❉❛♥& ❧❡ "❡♣5"❡ ❝❛♠("❛✱ ❧❛ ♣♦&✐%✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛♠❡" ❡&% ✿
[Acx] = cos(θ −
π
2
)(x− xa) + sin(θ −
π
2
)(y − ya) ✭✺✳✹✸✮
[Acy] = − sin(θ −
π
2
)(x− xa) + cos(θ −
π
2
)(y − ya)
❖♥ ♣♦&❡ θ′ = θ − π
2
✳ ❉❛♥& ♥♦%"❡ ❝❛& ✷❉✱ ♦♥ ♣"(❞✐% ❧❛ ♣♦&✐%✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠❡" &✉" ❧✬✐♠❛❣❡
[upred] ❡♥ ✉%✐❧✐&❛♥% ❧❛ ❢♦"♠✉❧❡ ✿
[upred] = [cu] + [f ][ku]
[Acx]
[Acy]
✭✺✳✹✹✮
❊♥ ❞(✈❡❧♦♣♣❛♥% [upred]✱ ♦♥ ♦❜%✐❡♥% ✿
[upred] = [cu] + [f ][ku]
cos[]([θ
′])([x]− [xa]) + sin[]([θ
′])([y]− [ya])
− sin[]([θ′])([x]− [xa]) + cos[]([θ′])([y]− [ya])
✭✺✳✹✺✮
▲✬(4✉❛%✐♦♥ ❞❡ ❢♦"✇❛"❞ ❞❡ ♥♦%"❡ ♣"♦❜❧5♠❡ ❞❡ &❛%✐&❢❛❝%✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥%"❛✐♥%❡& ❝♦""❡&♣♦♥❞
F ❧✬✐♥%❡"&❡❝%✐♦♥ ❡♥%"❡ ❧❛ ♣"(❞✐❝%✐♦♥ ❡% ❧✬♦❜&❡"✈❛%✐♦♥ "(❛❧✐&(❡& ✿
[uobs] = [uobs]
⋂
[upred] ✭✺✳✹✻✮
= [uobs]
⋂
[cu] + [f ][ku]
cos[]([θ
′])([x]− [xa]) + sin[]([θ
′])([y]− [ya])
− sin[]([θ′])([x]− [xa]) + cos[]([θ′])([y]− [ya])
✭✺✳✹✼✮
❖♥ ❡①♣"✐♠❡ ❡♥&✉✐%❡ ❝❤❛4✉❡ ✈❛"✐❛❜❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡& ❛✉%"❡& ♣♦✉" ♦❜%❡♥✐" ❧❡& (4✉❛%✐♦♥&
❞❡ ❜❛❝❦✇❛"❞✱ ❧❡ ❈❙M ❡&% ✿ ✭❧❡& ✐♥%❡"✈❛❧❧❡& &♦♥% "❡♣"(&❡♥%(& &❛♥& []✮
x = x
⋂
xa −
sin(θ′)(y − ya) + cos(θ
′)(cu − uobs)(y − ya)/fku
cos(θ′)− sin(θ′)(cu − uobs)/fku
✭✺✳✹✽✮
y = z
⋂
ya −
cos(θ′)(x− xa)− sin(θ
′)(cu − uobs)(x− xa)/fku
sin(θ′) + cos(θ′)(cu − uobs)/fku
✭✺✳✹✾✮
xa = xa
⋂
x+
sin(θ′)(y − ya) + cos(θ
′)(cu − uobs)(y − ya)/fku
cos(θ′)− sin(θ′)(cu − uobs)/fku
✭✺✳✺✵✮
✺✳✻ ❊$❛♣❡ ❞✬❊*$✐♠❛$✐♦♥ ✶✻✽
ya = ya
⋂
y +
cos(θ′)(x− xa)− sin(θ
′)(cu − uobs)(y − ya)/fku
sin(θ′) + cos(θ′)(cu − uobs)/fku
✭✺✳✺✶✮
θ′ = θ′
⋂
arccos(
− sin(θ′)(y − ya) + sin(θ
′)(cu − uobs)(x− xa)/fku
x− xa + (cu − uobs)(y − ya)/fku
) ✭✺✳✺✷✮
θ′ = θ′
⋂
arcsin(
cos(θ′)(x− xa) + cos(θ
′)(cu − uobs)(y − ya)/fku
ya − y + (cu− uobs)(y − ya)/fku
) ✭✺✳✺✸✮
❈❤❛*✉❡ ❛♠❡. ♦❜1❡.✈3 ❞3✜♥✐8 ✉♥ ❡♥1❡♠❜❧❡ ❞❡ ✺ ❝♦♥8.❛✐♥8❡1 ♣♦✉. ❝❤❛*✉❡ ♦❜1❡.✈❛8✐♦♥✳
▲✬❡♥1❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡1 ♦❜1❡.✈❛8✐♦♥1 ❞3✜♥✐8 ❧❡ ♣.♦❜❧>♠❡ ❞❡ 1❛8✐1❢❛❝8✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥8.❛✐♥8❡1✳
❊①❡♠♣❧❡ ♥✉♠+,✐.✉❡ ❖♥ 1❡ ❢♦❝❛❧✐1❡ ❞❛♥1 ❧❡ ❝❛1 ♦A uobs = cu✿ ❧✬♦❜1❡.✈❛8✐♦♥ ❡18 .3❛❧✐13❡
❡①❛❝8❡♠❡♥8 ❛✉ ❝❡♥8.❡ ♦♣8✐*✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛♠3.❛✳ ▲❡1 3*✉❛8✐♦♥1 ❞❡ ♣.♦♣❛❣❛8✐♦♥ 1✐♠♣❧✐✜3❡1
1♦♥8 ✿
x = x
⋂
xa −
sin(θ′)(z)
cos(θ′)
✭✺✳✺✹✮
y = y
⋂
ya −
cos(θ′)(x− xa)
sin(θ′)
✭✺✳✺✺✮
xa = xa
⋂
x+
sin(θ′)(y − ya)
cos(θ′)
✭✺✳✺✻✮
ya = ya
⋂
z +
cos(θ′)(x− xa)
sin(θ′)
✭✺✳✺✼✮
θ′ = θ′
⋂
arccos(
− sin(θ′)(y − ya)
x− xa
) ✭✺✳✺✽✮
θ′ = θ′
⋂
arcsin(
cos(θ′)(x− xa)
za − z
) ✭✺✳✺✾✮
▲❛ ✜❣✉.❡ ✺✳✶✶ .❡♣.31❡♥8❡ ❧❛ ❝♦..❡❝8✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦✐8❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐1❛8✐♦♥ ❞✉ .♦❜♦8 ❧♦.1 ❞✬✉♥❡
♦❜1❡.✈❛8✐♦♥✳ ❉❛♥1 ❝❡ ❝❛1✱ ❧❛ ♣♦1✐8✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠❡. ❡18 1✉♣♣♦13❡ ❝♦♥♥✉❡ ♣❛.❢❛✐8❡♠❡♥8
✭[xa] = 10✱ [ya] = 0✮✱ ❞❛♥1 ❧❡ ♣❧❛♥ ❞✉ .♦❜♦8 ❡8 ❧✬✐♥❝❡.8✐8✉❞❡ ❞✬♦❜1❡.✈❛8✐♦♥ ❡18 ♥✉❧❧❡✳
❆ t1✱ ❧❛ ❜♦✐8❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐1❛8✐♦♥ ❡18 ♦.✐❡♥83❡ ❛✈❡❝ θ = [0, 0]✱ θ
′ = [−π/2,−π/2]❡8 [x] =
[y] = [−2, 2]✱ ❧❛ ♣♦1✐8✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠❡. ❡18 ❝♦♥♥✉ ❡①❛❝8❡♠❡♥8✳
❆ t2✱ ❧❡ .♦❜♦8 ♦❜1❡.✈❡ ❧✬❛♠❡. ❡8 ❧❡ ♠❡8 ❡♥ ❝♦..❡1♣♦♥❞❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❛♠❡. ❞❡ 1❛ ❝❛.8❡✳
❆ t3✱ ❧❡ .♦❜♦8 ❝♦..✐❣❡ 1❛ ♣♦1✐8✐♦♥ M ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬♦❜1❡.✈❛8✐♦♥ .3❛❧✐13❡✳ ❉❛♥1 ♥♦8.❡ ❝❛1✱
❧✬♦❜1❡.✈❛8✐♦♥ ❡18 .3❛❧✐13❡ 1✉✐✈❛♥8 ❧✬❛①❡ ①✱ ❡❧❧❡ ❝♦..✐❣❡.❛ ❞♦♥❝ ❧❛ ❜♦✐8❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐1❛8✐♦♥
1✉✐✈❛♥8 ❧✬❛①❡ ③✳
◆✉♠3.✐*✉❡♠❡♥8✱ ♦♥ ♣.❡♥❞ θ′ = [−π/2,−π/2]✱ [x] = [y] = [−2, 2]✱ [xa] = 10 ❡8
[ya] = 0✳ ❖♥ ♣.♦♣❛❣❡ ❧✬♦❜1❡.✈❛8✐♦♥ ✿
x = [−2, 2]
⋂
xa −
sin(θ′)(y − ya)
cos(θ′)
= [−2, 2]
⋂
]−∞; +∞[= [−2, 2] ✭✺✳✻✵✮
y = [−2, 2]
⋂
ya −
cos(θ′)(x− xa)
sin(θ′)
= [−2, 2]
⋂
[0, 0] = [0, 0]
xa = [10, 10]
⋂
x+
sin(θ′)(y − ya)
cos(θ)
= [10, 10]
⋂
]−∞; +∞[= [10, 10]
ya = [0, 0]
⋂
y +
cos(θ′)(x− xa)
sin(θ′)
= [0, 0]
⋂
[−2, 2] = [0, 0]
θ′ = [−π/2,−π/2]
⋂
arccos(
− sin(θ′)(y − ya)
x− xa
)
= [−π/2,−π/2]
⋂
arccos([0, 0]) = [0, 0]
θ′ = [−π/2,−π/2]
⋂
arcsin(
cos(θ′)(x− xa)
ya − y
)
= [−π/2,−π/2]
⋂
arcsin(]−∞; +∞[) = [1, 1]
✺✳✻ ❊$❛♣❡ ❞✬❊*$✐♠❛$✐♦♥ ✶✼✵
✭❛✮ ❊!❛♣❡ ✶ ✭❜✮ ❊!❛♣❡ ✶✺
✭❝✮ ❊!❛♣❡ ✹✺ ✭❞✮ ❊!❛♣❡ ✾✵
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✺✳✼ ❘$%✉❧(❛(% ❞❡ ❧♦❝❛❧✐%❛(✐♦♥
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❋✐❣✉$❡ ✺✳✶✹✿ ❱♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦✐*❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐,❛*✐♦♥ ❞✉ ❙▲❆▼ ❡♥,❡♠❜❧✐,*❡
✺✳✼✳✶ ▼✐&❡ ❡♥ ❝♦++❡&♣♦♥❞❛♥❝❡
❈♦♥#$❛✐$❡♠❡♥# ❛✉① ❞❡✉① ❛❧❣♦$✐#❤♠❡/ ♣$1❝1❞❡♥#/✱ ❧✬❡①#$❛❝#✐♦♥ ❞❡/ ♣$✐♠✐#✐✈❡/ ❡/# $1❛❧✲
✐/1❡ ♣❛$ ❧✬❛❧❣♦$✐#❤♠❡ ❙❯❘❋ ✭❙♣❡❡❞❡❞ ❯♣ ❘♦❜✉/# ❋❡❛#✉$❡/✮ ❬✽✶❪✳ ❙❯❘❋ ❡/# ❜❡❛✉❝♦✉♣
♣❧✉/ ♣❡$❢♦$♠❛♥# D✉❡ ❋❆❙❚ ♣♦✉$ ❧❛ ❞1#❡❝#✐♦♥ ♠❛✐/ ❛✉//✐ ❧✬❛♣♣❛$✐❡♠❡♥# ❞❡/ ❛♠❡$/✳ ❈❡
❝❤♦✐① ❛ 1#1 ♥1❝❡//❛✐$❡ ♣♦✉$ 1✈✐#❡$ ❧❡/ ❢❛✉//❡/ ❞1#❡❝#✐♦♥/ ♦✉ ❧❡/ ❡$$❡✉$/ ❞❡ ♠✐/❡ ❡♥ ❝♦$$❡✲
/♣♦♥❞❛♥❝❡ D✉✐ ♣❡✉✈❡♥# $❡♥❞$❡ ❧❡ ✜❧#$❡ ✐♥❝♦♥/✐/#❛♥#✳ ▲✬1#❛♣❡ ❞❡ ♠✐/❡ ❡♥ ❝♦$$❡/♣♦♥❞❛♥❝❡
❡/# ❝♦♥/#✐#✉1❡ ❞❡ ❞❡✉① 1#❛♣❡/✿
✕ ❧❛ ♣$♦❥❡❝#✐♦♥ ❞✉ ❝L♥❡ $❡♣$1/❡♥#❛♥# ❧✬❛♠❡$ /✉$ ❧✬✐♠❛❣❡✱ ❡❧❧❡ ❞1✜♥✐# ✉♥❡ ③♦♥❡ ❞❡
$❡❝❤❡$❝❤❡ ✭[usearch]✱[vsearch]✮ ✿(
[usearch]
[vsearch]
)
=
(
[cu]− [f ][ku]
[Ai,x]
[Ai,z ]
[cv]− [f ][kv]
[Ai,y ]
[Ai,z ]
)
✭✺✳✻✻✮
❛✈❡❝ [Ai,x]✱ [Ai,y]✱ [Ai,z] ❧❛ ♣♦/✐#✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠❡$ ❞❛♥/ ❧❡ $❡♣P$❡ ❝❛♠1$❛ ✭❞❡✜♥✐❡ ♣❛$
❧✬1D✉❛#✐♦♥ ✺✳✹✵✮ ❡# [cu]✱ [f ]✱ [ku]✱ [cv]✱ [kv] ❧❡/ ♣❛$❛♠P#$❡/ ❞❡ ❧❛ ❝❛♠1$❛✳
✕ ❧❛ /1❧❡❝#✐♦♥✱ ❞❛♥/ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ $❡❝❤❡$❝❤❡✱ ❞❡ ❧✬♦❜/❡$✈❛#✐♦♥ ✭[ui,obs]✱ [vi,obs]✮ D✉✐ ❛ ❧❡
❞❡/❝$✐♣#❡✉$ ❙❯❘❋ ❧❡ ♣❧✉/ ♣$♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬❛♠❡$✳
▲✬✉#✐❧✐/❛#✐♦♥ ❞✉ ❞1#❡❝#❡✉$ ❡# ❞✉ ❞❡/❝$✐♣#❡✉$ ❙❯❘❋ ♥♦✉/ ♣❡$♠❡# ❞✬♦❜#❡♥✐$ ❞❡/ $1/✉❧#❛#/
❞❡ ❞1#❡❝#✐♦♥ ❡# ❞❡ ♠✐/❡ ❡♥ ❝♦$$❡/♣♦♥❞❛♥❝❡ ❛②❛♥# ✉♥ #$P/ ❢❛✐❜❧❡ #❛✉① ❞✬❡$$❡✉$✳ ▲❛
♣$1/❡♥❝❡ ❞❡ ♠❛✉✈❛✐/ ❛♣♣❛$✐❡♠❡♥# ♣❡✉# $❡♥❞$❡ ❧❡/ $1/✉❧#❛#/ ✐♥❝♦♥/✐/#❛♥#/✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥#✱
❞❡ ♥♦♠❜$❡✉/❡/ $❡❝❤❡$❝❤❡/ /♦♥# ♠❡♥1❡/ ♣♦✉$ ❛♠1❧✐♦$❡$ ❧❡ ❝♦♠♣♦$#❡♠❡♥# ❞❡ ❧✬❛❧❣♦$✐#❤♠❡
❧♦$/ ❞❡ ❧❛ ♣$1/❡♥❝❡ ❞✬❡$$❡✉$/ ❞❡ ❞1#❡❝#✐♦♥ ♦✉ ❞❡ ♠✐/❡ ❡♥ ❝♦$$❡/♣♦♥❞❛♥❝❡✳ ❊♥ ♣❛$#✐❝✉❧✐❡$✱
❙❧✐✇❦❛ ❡! ❛❧✳ ❬✻✸✱ ✶✶✻❪ ♣$♦♣♦/❡♥# ❞❡/ ❛❧❣♦$✐#❤♠❡/ ❞❡ ❣❡/#✐♦♥/ ❞❡ ❞♦♥♥1❡/ ❛❜❡$$❛♥#❡/✳
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❛♠-❧✐♦&❛(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣❡1(✐♦♥ ❞❡1 ❞♦♥♥-❡1 ♦❞♦♠-(&✐7✉❡1 ❛ -(- ♣&♦♣♦1-❡ ♣♦✉& &-❞✉✐&❡
❧✬✐♥❝❡&(✐(✉❞❡ ✐♥❞✉✐(❡ ♣❛& ❧❡1 ❞♦♥♥-❡1 ♣&♦♣&✐♦❝❡♣(✐✈❡1 ❡( 1✉&(♦✉( ❧❡✉& ♠♦❞9❧❡ ❞✬✐♥(-❣&❛(✐♦♥✳
❖♥ ♣&♦♣♦1❡ ♣❧✉1✐❡✉&1 ❛♠-❧✐♦&❛(✐♦♥1 ❞❡ ❧✬❛❧❣♦&✐(❤♠❡ ♦✉ ❞❡ 1♦♥ ✐♠♣❧❛♥(❛(✐♦♥ ♣♦✉& ♦❜(❡♥✐&
❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉&1 &-1✉❧(❛(1 (❛♥( ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐1❛(✐♦♥ ❞✉ &♦❜♦( 7✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛&(♦❣&❛♣❤✐❡✳
✺✳✽✳✶ ❖%✐❡♥)❛)✐♦♥ ❞❡- %❡♣/%❡-
▲✬❡✣❝❛❝✐(- ❞✉ ♠♦❞9❧❡ ❞❡ ♣&-❞✐❝(✐♦♥ ❡( ❞✬❡1(✐♠❛(✐♦♥ ❞-♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬♦&✐❡♥(❛(✐♦♥ ❞✉ &♦❜♦(✳
<❛& ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉& ❧✬-(❛♣❡ ❞❡ ♣&-❞✐❝(✐♦♥✱ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦✐(❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐1❛(✐♦♥ ✈❛ ❣&♦11✐&
♣❧✉1 ✈✐(❡ 1✐ ❧❡ &♦❜♦( 1❡ ❞-♣❧❛❝❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝❛♣ θ = 45➦ 7✉❡ 1✉✐✈❛♥( ✉♥ ❞❡1 ❞❡✉① ❛①❡1 ❞✉
&❡♣9&❡✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉& ❧✬-(❛♣❡ ❞❡ ♣&-❞✐❝(✐♦♥✱ ❧❛ ❝♦&&❡❝(✐♦♥ 1♦✉✛&❡ ❞✉ ♠A♠❡ ♣&♦❜❧9♠❡
❞✬♦&✐❡♥(❛(✐♦♥✳
◆♦✉1 ❛✈♦♥1 ✉(✐❧✐1- ❧❛ ❝♦♥(&✐❜✉(✐♦♥ ♣&♦♣♦1-❡ ♣❛& ❏♦❧② ❡( ❘✐✈❡1 ❬✻✶❪✱ 7✉✐ ♣&♦♣♦1❡ ❞❡ &-❛❧✐1❡&
❞❡1 ❝❤❛♥❣❡♠❡♥(1 ❞❡ &❡♣9&❡ ♣♦✉& ♦❜(❡♥✐& ❞❡1 &-1✉❧(❛(1 ❧❡1 ♠♦✐♥1 ♣❡11✐♠✐1(❡1 ♣♦11✐❜❧❡1✱
7✉❛1✐♠❡♥( ✐♥❞-♣❡♥❞❛♥(1 ❞❡ ❧✬♦&✐❡♥(❛(✐♦♥ ❞✉ &♦❜♦(✳ ◆♦✉1 ❛✈♦♥1 ✈-&✐✜- ❡①♣-&✐♠❡♥(❛❧❡✲
♠❡♥( 7✉❡ ❧✬✉(✐❧✐1❛(✐♦♥ ❞❡ ❝❡1 &♦(❛(✐♦♥1 ❢♦✉&♥✐11❛✐❡♥( ❞❡1 &-1✉❧(❛(1 ❛✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛✉11✐
❜♦♥ 7✉✬✉♥❡ ✈❡&1✐♦♥ 1❛♥1 &♦(❛(✐♦♥✳
▲❛ ✜❣✉&❡ ✺✳✶✺ &❡♣&-1❡♥(❡ ✉♥ ❝❛1 ♦M ✐❧ ❡1( ✐♠♣♦11✐❜❧❡ ❞❡ (✐&❡& ♣&♦✜( ❞✬✉♥❡ ♦❜1❡&✈❛(✐♦♥✳
❈♦♠♠❡ ♣&-❝-❞❡♠♠❡♥(✱ ♦♥ 1❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥1 ❧❡ ❝❛1 ♦M uobs = cu✱ ❧❛ ❜♦✐(❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐1❛(✐♦♥ ❡1(
✉♥ ❝❛&&- ✭taille([x]) = taille([y])✮ ❝❡♥(&- 1✉& ❧❛ ❧♦❝❛❧✐1❛(✐♦♥ &-❡❧❧❡✳ ◆✉♠-&✐7✉❡♠❡♥(✱ ♦♥
♣&❡♥❞ [θ] = −π/4✱ [x] = [zy] = [−2, 2]✱ [xa] = [ya] = 10 ✳
❊♥ ✉(✐❧✐1❛♥( ❧❡ 1②1(9♠❡ ❞❡ ❝♦♥(&❛✐♥(❡1 ❡( cos(−π/4) = − sin(−π/4) ✱ ♦♥ ♦❜(✐❡♥( ✿
x = x
⋂
xa −
sin(θ)(y − ya)
cos(θ)
= x
⋂
xa + y − ya ✭✺✳✻✼✮
y = y
⋂
ya −
cos(θ)(x− xa)
sin(θ)
= y
⋂
ya + x− xa
xa = xa
⋂
x+
sin(θ)(y − ya)
cos(θ)
= xa
⋂
x− y + ya
ya = ya
⋂
y +
cos(θ)(x− xa)
sin(θ)
= ya
⋂
y − x+ xa
cos(θ) = cos(θ)
⋂ − sin(θ)(y − ya)
x− xa
sin(θ) = sin(θ)
⋂ cos(θ)(x− xa)
ya − y
◆✉♠-&✐7✉❡♠❡♥( ✿
✺✳✽ ❆♠%❧✐♦)❛+✐♦♥- ✶✼✹
❋✐❣✉$❡ ✺✳✶✺✿ ❈♦""❡❝%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦✐%❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐,❛%✐♦♥ ❡♥ ✉%✐❧✐,❛♥% ✉♥ "❡♣/"❡ ♦"✐❡♥%0
x = [−2, 2]
⋂
[−2, 2] = [−2, 2] ✭✺✳✻✽✮
y = [−2, 2]
⋂
[−2, 2] = [−2, 2]
xa = 10
⋂
10 + [−4, 4] = 10
ya = 10
⋂
10 + [−4, 4] = 10
cos(θ) = −0.7
⋂ 0, 70[−12,−8]
[−12,−8]
= −0.7
sin(θ) = −0.7
⋂ −0, 70[−12,−8]
[8, 12]
= −0.7
▲❡( ✐♥+❡,✈❛❧❧❡( ♥❡ ♣❡✉✈❡♥+ 2+,❡ ❝♦♥+,❛❝+5( ❡♥ ✉+✐❧✐(❛♥+ ❝❡++❡ ♦❜(❡,✈❛+✐♦♥✳ 7♦✉, +✐,❡,
♣,♦✜+ ❞❡ ❧✬♦❜(❡,✈❛+✐♦♥✱ ♦♥ ,5❛❧✐(❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥+ ❞❡ ,❡♣?,❡ ❛✉+♦✉, ❞❡ ❧✬❛①❡ ② ✭(x, y)→
(x′, y′)✮ ✭❋✐❣✉,❡ ✺✳✶✺✮ ❡♥ ✉+✐❧✐(❛♥+ ❧✬5D✉❛+✐♦♥ ✿
(
[x′]
[y′]
)
=
[
cos[] β − sin[] β
sin[] β cos[] β
](
[x]
[y]
)
✭✺✳✻✾✮
[θ′] = [θ]− β
❈❡++❡ ,♦+❛+✐♦♥ ❛❥♦✉+❡ ❞✉ ♣❡((✐♠✐(♠❡ ✿ ❧❛ ❜♦✐+❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐(❛+✐♦♥ ❡(+ ♣❧✉( ✈♦❧✉♠✐♥❡✉(❡
❛♣,?( ❧❛ ,♦+❛+✐♦♥ ✭❋✐❣✉,❡ ✺✳✶✺✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥+✱ ❣,I❝❡ J ❝❡++❡ ,♦+❛+✐♦♥✱ ✐❧ ❡(+ ♣♦((✐❜❧❡
❞❡ ❝♦♥+,❛❝+❡, ❧❛ ❜♦✐+❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐(❛+✐♦♥ J ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬♦❜(❡,✈❛+✐♦♥ ❡♥ ✉+✐❧✐(❛♥+ ❧❛ ♠2♠❡
♠5+❤♦❞❡ D✉❡ ♣,5❝5❞❡♠♠❡♥+✱ ❧❛ ❝♦,,❡❝+✐♦♥ (❡,❛ ✐♥❞5♣❡♥❞❛♥+❡ ❞✉ ❝❛♣ ❛✐♥(✐ D✉❡ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡
❞✬♦❜(❡,✈❛+✐♦♥✳
❊①♣5,✐♠❡♥+❛❧❡♠❡♥+✱ ♦♥ ❞5✜♥✐+ ✶✵ ❛♥❣❧❡( ❞❡ ,♦+❛+✐♦♥ ♣♦((✐❜❧❡( ❛❧❧❛♥+ ❞❡ −π/2 J π/2✳
7♦✉, ❝❤❛D✉❡ ♦❜(❡,✈❛+✐♦♥✱ ❝❤❛D✉❡ ❛♥❣❧❡ ❡(+ +❡(+5✳ ❆ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬5+❛♣❡ ❞✬❡(+✐♠❛+✐♦♥✱ ♦♥
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❬✻✸✱ ✶✶✻❪ D✉✐ ♣♦✉44❛✐❡♥, V,4❡ ❛❞❛♣,&❡ ❞❛♥ ♥♦,4❡ ❝♦♥,❡①,❡✳
✺✳✶✸ ❈♦♥❝❧✉*✐♦♥* ✶✽✾
❈❤❛♣✐%&❡ ✻
❈♦♥❝❧✉&✐♦♥ ❣)♥)*❛❧❡ ❡- ♣❡*&♣❡❝-✐✈❡&
✻✳✶ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥ ❡, -.)✉♠. ❞❡) ❝♦♥,-✐❜✉,✐♦♥) ✶✾✶
✻✳✶ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥ ❡, -.)✉♠. ❞❡) ❝♦♥,-✐❜✉,✐♦♥)
▲✬♦❜❥❡❝'✐❢ ♣+✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡''❡ '❤12❡ ❝♦♥2✐2'❛✐' 3 ❞4✜♥✐+ ❞❡2 ❛+❝❤✐'❡❝'✉+❡2 ♣♦✉+ ❞❡2 2②2✲
'1♠❡2 ❡♠❜❛+:✉42 ❞4❞✐42 ❛✉① ❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥2 ❙▲❆▼✳ ▲✬4'✉❞❡ ❞❡2 ♣+✐♥❝✐♣❛✉① ❛❧❣♦+✐'❤♠❡2
❞4✈❡❧♦♣♣42 ❡' ❞❡2 2②2'1♠❡2 ❝♦♥B✉2 ❝❡2 ❞❡+♥✐1+❡2 ❛♥♥4❡2 ♥♦✉2 ❛ ❛♠❡♥4 3 ♣+♦♣♦2❡+ ❞❡✉①
'②♣❡2 ❞❡ ❝♦♥'+✐❜✉'✐♦♥2✳ ▲❛ ♣+❡♠✐1+❡ ❝♦♥'+✐❜✉'✐♦♥ ❛ ❝♦♥2✐2'4 3 ❧❛ ❝♦♥❝❡♣'✐♦♥ ❞❡ 2②2'1♠❡2
❞❛♥2 ✉♥❡ ❛♣♣+♦❝❤❡ ✏❆❞4:✉❛'✐♦♥ ❆❧❣♦+✐'❤♠❡ ❆+❝❤✐'❡❝'✉+❡✑✳ ▲❛ ❞❡✉①✐1♠❡ ❝♦♥'+✐❜✉'✐♦♥
❛ ❝♦♥2✐2'4 ❛✉ ❞4✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥' ❞✬✉♥ ❛❧❣♦+✐'❤♠❡ ❞❡ ❙▲❆▼ ❣❛+❛♥'✐22❛♥' ❧❡2 +42✉❧'❛'2✳
❉❛♥2 ❧✬♦♣'✐:✉❡ ❞❡ ❧✬❡♠❜❛+:✉❛❜✐❧✐'4✱ ♥♦✉2 ❛✈♦♥2 ❝♦♥B✉ ❡' 4✈❛❧✉4 ✉♥ 2②2'1♠❡ ❜❛24 2✉+
✉♥ ❛❧❣♦+✐'❤♠❡ ♣+♦❜❛❜✐❧✐2'❡ ❡' ✉♥❡ ❛+❝❤✐'❡❝'✉+❡ ♠✉❧'✐♣+♦❝❡22❡✉+ ❣+❛♥❞ ♣✉❜❧✐❝✳ ❊♥ ❡✛❡'✱
❧❡2 ♥♦♠❜+❡✉① 2②2'1♠❡2 ❞❡ ❙▲❆▼ ❛❝'✉❡❧❧❡♠❡♥' ❞4✈❡❧♦♣♣42 2♦♥' ♣+✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥' ❜❛242
2✉+ ❧✬✉'✐❧✐2❛'✐♦♥ ❞❡ ❝❛♣'❡✉+2 ❞❡ '+12 ❤❛✉' ❞❡ ❣❛♠♠❡ ❡' ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❛'❡✉+2 '+12 ♣✉✐22❛♥'2✳
◆♦'+❡ ♦❜❥❡❝'✐❢ 4'❛✐' ❞❡ ♠♦♥'+❡+ ❧❛ ♣♦22✐❜✐❧✐'4 ❞❡ ❝♦♥❝❡✈♦✐+ ✉♥ 2②2'1♠❡ ✉'✐❧✐2❛♥' ✉♥❡ ❛♣✲
♣+♦❝❤❡ ❞✬❛❞4:✉❛'✐♦♥ ❛❧❣♦+✐'❤♠❡ ❛+❝❤✐'❡❝'✉+❡✳ ▲❡ 2②2'1♠❡ ❝♦♥B✉ ✉'✐❧✐2❡ ❞❡2 ❝♦♠♣♦2❛♥'2
3 ❜❛2 ❝♦J'✱ ✉♥❡ ❛+❝❤✐'❡❝'✉+❡ ❛❞❛♣'4❡ ❡' ✉♥❡ ♦♣'✐♠✐2❛'✐♦♥ ♣♦✉224❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣❧❛♥'❛'✐♦♥ ❞❡
❧✬❛❧❣♦+✐'❤♠❡ ❞4✜♥✐✳
◆♦✉2 ❛✈♦♥2 ❞♦♥❝ 2✉✐✈✐ ✉♥❡ ❞4♠❛+❝❤❡ ❝♦♥2✐2'❛♥' 3 ❞4✜♥✐+ ✉♥ 2②2'1♠❡ ❛❧❧❛♥' ❞✉ ❝❛♣✲
'❡✉+ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧❛'❡✉+✳ K♦✉+ ❝❡❧❛✱ ♥♦✉2 ❛✈♦♥2 4'✉❞✐4 ❧❡2 ❞✐✛4+❡♥'2 ❛❧❣♦+✐'❤♠❡2 ❛✐♥2✐
:✉❡ ❧❡2 ❞✐✛4+❡♥'2 ❝❛♣'❡✉+2 3 ❜❛2 ❝♦J'2 ✉'✐❧✐242 ❞❛♥2 ❧❛ +❡❝❤❡+❝❤❡ ♠❛✐2 ❛✉22✐ ❞❛♥2 ❧❡2
♣+♦❞✉✐'2 ❣+❛♥❞ ♣✉❜❧✐❝✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬❛+❝❤✐'❡❝'✉+❡ ❛ 4'4 +4❛❧✐24 ❡♥ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞❡2 ❜❡✲
2♦✐♥2 ❞❡ ❧✬❛❧❣♦+✐'❤♠❡ ✭❊❑❋✲❙▲❆▼✮ ♠❛✐2 ❛✉22✐ ❞❡2 ♣♦22✐❜✐❧✐'42 ❞✬❛❞❛♣'❛'✐♦♥ ❞❡ 2♦♥
✐♠♣❧❛♥'❛'✐♦♥✳ ▲✬❛❧❣♦+✐'❤♠❡ ❛ 4'4 ❞4❝♦♠♣♦24 ❡♥ ❜❧♦❝2 ❢♦♥❝'✐♦♥♥❡❧2 4✈❛❧✉42 ✐♥❞4♣❡♥✲
❞❡♠♠❡♥' ♣♦✉+ ❞4✜♥✐+ ❧❡✉+2 ❜❡2♦✐♥2 ❡♥ '❡+♠❡ ❞❡ ♣✉✐22❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛✐♥2✐ :✉❡ ❧❡2 ♣♦2✲
2✐❜✐❧✐'42 ❞✬✐♠♣❧❛♥'❛'✐♦♥2 ♦♣'✐♠✐24❡2✳ ▲✬4✈❛❧✉❛'✐♦♥ '❡♠♣♦+❡❧❧❡ 2✉+ ❞❡2 ❛+❝❤✐'❡❝'✉+❡2 ❡♠✲
❜❛+:✉4❡2 ♠✉❧'✐♣+♦❝❡22❡✉+2 ♥♦✉2 ❛ ❛♠❡♥4 3 ♣+♦♣♦2❡+ ♣❧✉2✐❡✉+❡2 ♦♣'✐♠✐2❛'✐♦♥2 ❛✉ ♥✐✈❡❛✉
❞❡ ❧✬✐♠♣❧❛♥'❛'✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦+✐'❤♠❡✱ ❜❛24❡2 2✉+ ❧❡2 ❝❛♣❛❝✐'42 2♣4❝✐✜:✉❡2 ❞❡2 ❝❛❧❝✉❧❛'❡✉+2
:✉❡ ♥♦✉2 ❛✈♦♥2 ❝❤♦✐2✐2✳ ❊♥ ♣❛+'✐❝✉❧✐❡+✱ ❧❛ ♣❛+❛❧❧4❧✐2❛'✐♦♥ ❡' ❧❛ +4♣❛+'✐'✐♦♥ 2✉+ ❧❡2 ❞✐❢✲
❢4+❡♥'2 ♣+♦❝❡22❡✉+2 ❞❡ ❧✬❡①4❝✉'✐♦♥ ❞❡2 ❜❧♦❝2 ❢♦♥❝'✐♦♥♥❡❧2 ❛ ♣❡+♠✐2 ✉♥ ❣❛✐♥ ❞❡ '❡♠♣2
❝♦♥2✐❞4+❛❜❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉2✱ ❧✬♦♣'✐♠✐2❛'✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ♠❛'+✐❝✐❡❧ ❡' ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝♦++4❧❛'✐♦♥ ❡♥
✉'✐❧✐2❛♥' ❞❡2 ❛+❝❤✐'❡❝'✉+❡2 ✈❡❝'♦+✐❡❧❧❡2 ❛ ♣❡+♠✐2 ❞✬❛✈♦✐+ ❞❡2 '❡♠♣2 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧2 +4♣♦♥❞❛♥'
❛✉① ❝♦♥'+❛✐♥'❡2 ❞✉ '❡♠♣2 +4❡❧✳
▲❡ ♣+❡♠✐❡+ 2②2'1♠❡ ❛ ♠✐2 ❡♥ ❛✈❛♥' ❧❡2 ♣♦22✐❜✐❧✐'42 ♦✛❡+'❡2 ❛✉❥♦✉+❞✬❤✉✐ ♣❛+ ❧❡2 ♥♦✉✲
✈❡❧❧❡2 '❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡2 ❞❡2 ❛+❝❤✐'❡❝'✉+❡2 ❜❛2✲❝♦J'✱ ❡♥ ♣❛+'✐❝✉❧✐❡+ ♣♦✉+ ❧❛ ♣❛+❛❧❧4❧✐2❛'✐♦♥ ♠✉❧✲
'✐❝♦❡✉+2 ❡' ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ✈❡❝'♦+✐❡❧✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥'✱ ❝❡ 2②2'1♠❡ ♣+42❡♥'❡ ✉♥ ✐♥❝♦♥✈4♥✐❡♥'✱ ❝❡❧✉✐
❞❡ ❧❛ +❡❝♦♥2'+✉❝'✐♦♥ ❞✬❡♥✈✐+♦♥♥❡♠❡♥'2 ❞❡ ❣+❛♥❞❡2 '❛✐❧❧❡2✳ ❯♥❡ ❞❡2 2♦❧✉'✐♦♥2 ❝♦♥2✐2'❡
3 ✉'✐❧✐2❡+ ✉♥ 2②2'1♠❡ ❞❡ ❝❛+'♦❣+❛♣❤✐❡ ❣❧♦❜❛❧❡ +❡❝♦♥2'+✉✐'❡ 3 ♣❛+'✐+ ❞❡ ♣❧✉2✐❡✉+2 ❝❛+'❡2
❧♦❝❛❧❡2✳
◆♦✉2 ❛✈♦♥2 ❞4✜♥✐ ✉♥❡ ❛+❝❤✐'❡❝'✉+❡ +❡❝♦♥✜❣✉+❛❜❧❡ ♣❡+♠❡''❛♥' ❧✬✐♠♣❧❛♥'❛'✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❧✲
✻✳✶ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥ ❡, -.)✉♠. ❞❡) ❝♦♥,-✐❜✉,✐♦♥) ✶✾✷
❣♦"✐$❤♠❡ ♣❛"❛❧❧+❧✐,❛❜❧❡ ✭❋❛,$❙▲❆▼✮✳ ❈❡$ ❛❧❣♦"✐$❤♠❡ ❛ +$+ +$✉❞✐+ ❡♥ ,✉✐✈❛♥$ ❧❛ ♠;♠❡
♠+$❤♦❞♦❧♦❣✐❡ <✉❡ ❧✬❛❧❣♦"✐$❤♠❡ ♣"+❝+❞❡♥$✳ ■❧ ❛ +$+ ❞+❝♦♠♣♦,+ ❡♥ ❜❧♦❝, ❢♦♥❝$✐♦♥♥❡❧, ♣♦✉"
✐❞❡♥$✐✜❡" ❧❡, ♣"✐♥❝✐♣❛✉① ❜❧♦❝, ❝♦♥,♦♠♠❛$❡✉", ❞❡ "❡,,♦✉"❝❡, ♠❛$+"✐❡❧❧❡, ❡$ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧,✳
▲✬+$✉❞❡ ❞✉ ❋❛,$❙▲❆▼ ❡$ ,❛ ❞+❝♦♠♣♦,✐$✐♦♥ ❡♥ ❜❧♦❝, ❢♦♥❝$✐♦♥♥❡❧, ♦♥$ ♣❡"♠✐, ❞❡ ❞+✜♥✐"
✉♥❡ ❛"❝❤✐$❡❝$✉"❡ "❡❝♦♥✜❣✉"❛❜❧❡ ♣❛"❛❧❧+❧✐,+❡✳ ▲✬❛"❝❤✐$❡❝$✉"❡ ❞+✜♥✐❡ ❛ +$+ ✈❛❧✐❞+❡ C ❧✬❛✐❞❡
❞✬✉♥❡ ♠+$❤♦❧♦❣✐❡ ✏❍❛"❞✇❛"❡ ■♥ $❤❡ ▲♦♦♣✑ <✉✐ ✈❛❧✐❞❡ ❞❡, ,②,$I♠❡, ♠❛$+"✐❡❧, ❡♥ ❧❡, ✐♥✲
❝❧✉❛♥$ ❞✐"❡❝$❡♠❡♥$ ❞❛♥, ❧❛ ❝❤❛K♥❡ ❞❡ $"❛✐$❡♠❡♥$ ❧♦❣✐❝✐❡❧✳ ❊♥✜♥✱ ❝❡$$❡ ❛"❝❤✐$❡❝$✉"❡ ❛ +$+
❝♦♠♣❛"+❡ C ❞❡✉① ❛"❝❤✐$❡❝$✉"❡, ❜❛,+❡, ,✉" ❞❡, ♣"♦❝❡,❡✉", $②♣❡ ❘■❙❈ ✿ ❆❘▼ ❈♦"$❡①❆✽
❡$ ❆❘▼ ❈♦"$❡① ❆✾✳ ❆ ❢"+<✉❡♥❝❡ +❣❛❧❡✱ ❧❡, "+,✉❧$❛$, ♠♦♥$"❡♥$ ✉♥ ❣❛✐♥ ❝♦♥,+<✉❡♥$ ♣♦✉"
❧✬❛"❝❤✐$❡❝$✉"❡ "❡❝♦♥✜❣✉"❛❜❧❡✳
▲❛ ❝♦♥❝❡♣$✐♦♥ ❞❡, ❞❡✉① ,②,$I♠❡, ♣"+❝+❞❡♥$, ♥♦✉, ❛ ❝♦♥✜"♠+ ❧❛ ♣♦,,✐❜✐❧✐$+ ❞❡ ❝♦♥✲
❝❡✈♦✐" ✉♥ ,②,$I♠❡ ❞❡ ❙▲❆▼ ❜❛, ❝♦R$ ❡♠❜❛"<✉+✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥$✱ ❧❛ ❝♦♥,✐,$❛♥❝❡ ❞❡, ♠+$❤✲
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F ❧✬✐♥'$❣-❛'✐♦♥ ❞❡2 ❞♦♥♥$❡2 ❝❛♣'❡✉-2✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥' ❝❡''❡ ❛❞❛♣'❛'✐♦♥ ♥$❝❡22✐'❡-❛ ❞❡ ♣-♦✲
❢♦♥❞❡2 ♠♦❞✐✜❝❛'✐♦♥2 ❛❧❣♦-✐'❤♠✐%✉❡2✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣'✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛-❝❤✐'❡❝'✉-❡ ♠❛'$-✐❡❧❧❡
❞❡✈-❛✐' ♣❡-♠❡''-❡ ❞✬♦❜'❡♥✐- ❞❡2 ♣❡-❢♦-♠❛♥❝❡2 ❝♦♠♣❛'✐❜❧❡2 ❛✈❡❝ ❧❡ '❡♠♣2✲-$❡❧✳
✻✳✷ #❡%&♣❡❝)✐✈❡& ✶✾✹
❙▲❆▼ ❡♥ ❡♥✈✐(♦♥♥❡♠❡♥+ ❡①+-(✐❡✉(
❆ ♠♦②❡♥ &❡'♠❡✱ ❧✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡+ +②+&.♠❡+ ❝♦♥0✉+ ♣♦✉''♦♥& 3&'❡ ❛❞❛♣&5+ 6 ✉♥ ✈5❤✐❝✉❧❡
5✈♦❧✉❛♥& ❞❛♥+ ✉♥ ❡♥✈✐'♦♥♥❡♠❡♥& ❡①&5'✐❡✉'✳ ❈❡&&❡ ✐♥&5❣'❛&✐♦♥ ♥5❝❡++✐&❡'❛ ❞❡ '❡♣❡♥+❡'
❡♥ ♣❛'&✐❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣&✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦'✐&❤♠❡ ❡& ❞❡ ❧✬❛'❝❤✐&❡❝&✉'❡✳ ▲✬✉&✐❧✐+❛&✐♦♥ ❞❡ ❝❛♣&❡✉'+
❛❞❛♣&5+ &❡❧ ?✉✬✉♥ ●A❙ +❡'❛ ✐♥❞✐+♣❡♥+❛❜❧❡✳ ❉❡ ♣'♦❢♦♥❞❡+ ♠♦❞✐✜❝❛&✐♦♥+ ❛❧❣♦'✐&❤♠✐?✉❡+
♣♦✉' ♣♦✉✈♦✐' ❣5'❡' ❧❡+ ♦❜❥❡&+ ♠♦❜✐❧❡+ ❞❡✈'❛✐❡♥& ♣❡'♠❡&&'❡ ❞✬♦❜&❡♥✐' ✉♥ +②+&.♠❡ &❡♠♣+
'5❡❧ ❞❛♥+ ✉♥❡ ❛♣♣'♦❝❤❡ ❞✬❛❞5?✉❛&✐♦♥ ❛❧❣♦'✐&❤♠❡ ❛'❝❤✐&❡❝&✉'❡✳ ❉❡+ '❡❝❤❡'❝❤❡+ +♦♥&
❛❝&✉❡❧❧❡♠❡♥& ♠❡♥5❡+ +✉' ❧❡ ❙▲❆▼ ❞❛♥+ ✉♥ ❡♥✈✐'♦♥♥❡♠❡♥& ✐♥❝❧✉❛♥& ❞❡+ ♦❜❥❡&+ ♠♦❜✐❧❡+✳
❈❡+ ♣❡'+♣❡❝&✐✈❡+ ♣♦✉''♦♥& 3&'❡ 5&✉❞✐5❡+ ❡& ❛♠5❧✐♦'5❡+✳
❈♦♥❝❡♣+✐♦♥ ❞❡ (♦❜♦+4 ❛✉+♦♥♦♠❡4
▲✬♦❜❥❡❝&✐❢ 6 ♣❧✉+ ❧♦♥❣ &❡'♠❡ ❡+& ❞✬❛+✉'❡' ✉♥ ❝❡'&❛✐♥ ❞❡❣'5 ❞✬❛✉&♦♥♦♠✐❡ ❞❡+ '♦❜♦&+✳
▲❡+ '5+✉❧&❛&+ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦'✐&❤♠❡ ❞❡ ❙▲❆▼ ♣❡'♠❡&&❡♥& 6 ✉♥ '♦❜♦& ❞❡ +❡ ❧♦❝❛❧✐+❡' ❞❛♥+ ✉♥
❡♥✈✐'♦♥♥❡♠❡♥& ✐♥❝♦♥♥✉✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥&✱ ❧✬♦❜❥❡❝&✐❢ ❡+& ❞❡ ❢♦✉'♥✐' ❛✉ '♦❜♦& ❧❛ ❝❛♣❛❝✐&5 ❞❡
'5❛❧✐+❡' ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬❛❝&✐♦♥+ ❞❡ ♠❛♥✐.'❡ &♦&❛❧❡♠❡♥& ❛✉&♦♥♦♠❡✳
▲✬✉&✐❧✐+❛&✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥&❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦'✐&❤♠❡ ❞❡ ❙▲❆▼✱ ❞❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛&✐♦♥ ❞❡ &'❛❥❡❝&♦✐'❡ ❡&
❞✬✉♥❡ ✐♥&❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❛'&✐✜❝✐❡❧❧❡ ❞❡✈'❛✐& ♣❡'♠❡&&'❡ ❞✬❛❝❝'♦H&'❡ ❧❡+ ❝❛♣❛❝✐&5+ ❞❡+ '♦❜♦&+✳
✻✳✷ #❡%&♣❡❝)✐✈❡& ✶✾✺
❆♥♥❡①❡$
✻✳✸ ❘$%✉❧(❛(% ❡①♣$-✐♠❡♥(❛✉① ❞❡ ❧✬❊❑❋✲❙▲❆▼
❉❛♥# ❧❡ ❝❤❛♣✐*+❡ ✸✱ ♥♦✉# ❛✈♦♥# 1✈❛❧✉1 ❧❡# ♣❡+❢♦+♠❛♥❝❡# ❞❡ ❧✬❊❑❋✲❙▲❆▼ ❡♥ #✐♠✉❧❛✲
*✐♦♥✳ ❚+♦✐# ❡♥✈✐+♦♥♥❡♠❡♥*# ♦♥* 1*1 ❞1✜♥✐# ❛✜♥ ❞✬1✈❛❧✉❡+ ❧❡ ❝♦♠♣♦+*❡♠❡♥* ❞❡ ❧✬❛❧❣♦+✐*❤♠❡
❡♥ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ *❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐+♦♥♥❡♠❡♥*✳ ▲❡# +1#✉❧*❛*# ❝♦++❡#♣♦♥❞❛♥*# B ❧✬❡♥✈✐+♦♥♥❡♠❡♥*
✶ ♦♥* 1*1 ✐♥❝❧✉# ❞❛♥# ❧❡ ❝❤❛♣✐*+❡ ✸✳✹✳
✻✳✸✳✶ ❊♥✈✐(♦♥♥❡♠❡♥, ✷
▲✬❡♥✈✐+♦♥♥❡♠❡♥* ✷ ❡#* ✉♥ ❡♥✈✐+♦♥♥❡♠❡♥* ❞❡ *❛✐❧❧❡ ♠♦②❡♥♥❡ ✭✶✺×✶✺ ♠✮ ✐♥❝❧✉❛♥*
✉♥ ♠✉+✳ ▲❡ ♠✉+ ❡#* ❞❡#*✐♥1 B ❣1♥1+❡+ ❞❡# ♦❝❝✉❧*❛*✐♦♥#✳ ▲❡ +♦❜♦* ♥✬❡#* ♣❛# ❝❛♣❛❜❧❡
❞✬♦❜#❡+✈❡+ ❧❡# ❛♠❡+# B ♥✬✐♠♣♦+*❡ K✉❡❧ ❡♥❞♦✐* ❞❡ ❧✬❡♥✈✐+♦♥♥❡♠❡♥*✳
▲❡# +1#✉❧*❛*# ❞❡ ❧♦❝❛❧✐#❛*✐♦♥ #♦♥* +❡❧❛*✐✈❡♠❡♥* ♣+1❝✐#✳ ▲❛ ✜❣✉+❡ ✻✳✶❜ ❝♦♥✜+♠❡ K✉❡
❧✬❡++❡✉+ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❡♥*+❡ ❧❛ ♣♦#✐*✐♦♥ ❡#*✐♠1❡ ❡* ❧❛ +1❢1+❡♥❝❡ ❡#* ❢❛✐❜❧❡✳ M♦✉+ ✸✵ ❛♠❡+#✱
❧✬❡++❡✉+ ❝♦♠♠✐#❡ ❡#* ❞✬❡♥✈✐+♦♥ ✶✺ ❝♠ ❛❧♦+# K✉❡ ♣♦✉+ ✶✵✵ ❛♠❡+# ❧✬❡++❡✉+ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✐♠✐♥✉❡
B #❡✉❧❡♠❡♥* ✼✳✺ ❝♠✳ ❖♥ +❡♠❛+K✉❡ K✉❡ ❧❡# +1#✉❧*❛*# ❞✬❡++❡✉+# #♦♥* +❡♣+♦❞✉❝*✐❜❧❡#✱
❧✬✐♥❝❡+*✐*✉❞❡ #✉+ ❧✬❡++❡✉+ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❡#* +❡❧❛*✐✈❡♠❡♥* ❢❛✐❜❧❡✳
◆♦✉# ❛✈♦♥# ✈✉ K✉❡ ❧❛ ♣+1❝✐#✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦+✐*❤♠❡ ❡#* ❜♦♥♥❡✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥* ✐❧ ❡#* ♥1❝❡##❛✐+❡
❞❡ ✈1+✐✜❡+ ❧❛ ❝♦♥#✐#*❛♥❝❡ ❞❡# +1#✉❧*❛*#✳ ❊♥ ❡✛❡*✱ ❧✬✐♥❝❡+*✐*✉❞❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐#❛*✐♦♥ ❞✉ +♦❜♦*
❞♦✐* ✐♥❝❧✉+❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐#❛*✐♦♥ ❞❡ +1❢1+❡♥❝❡✳ ▲❡# ✜❣✉+❡# ✻✳✶❛ ❡* ✻✳✶❝ ♣❡+♠❡**❡♥* ❞✬❡#*✐♠❡+ ❧❛
❝♦♥#✐#*❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐#❛*✐♦♥✳ ▲❛ ❝♦♥#✐#*❛♥❝❡ ❞❡# +1#✉❧*❛*# ❡#* +❡❧❛*✐✈❡♠❡♥* ♠❛✉✈❛✐#❡✱
❧❡# ❝♦✉❧♦✐+# ❞✬✐♥❝❡+*✐*✉❞❡# ♥✬✐♥❝❧✉❡♥* ♣❛# ❧❛ ✈❛❧❡✉+ ③1+♦ B ❝❤❛K✉❡ ✐♥#*❛♥*✳ ❈❡# ✐♥❝♦♥#✐#✲
*❛♥❝❡# #♦♥* ❝♦♥✜+♠1❡# ♣❛+ ❧❛ ✜❣✉+❡ ✻✳✶❝✱ ❧❡ ◆❊❊❙ ♥✬❡#* ♣❛# ✐♥❝❧✉ ❞❛♥# ❧❡# ❜♦+♥❡# ❞❡
❝♦♥#✐#*❛♥❝❡✳ ❊♥✜♥ ❧❛ ❝♦♥#✐#*❛♥❝❡ ❞❡# ❛♠❡+# ✭❋✐❣✉+❡ ✻✳✶❡✮ +❡✢1*❡ ❧❛ ❝♦♥#✐#*❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛
❧♦❝❛❧✐#❛*✐♦♥✳
✻✳✸ ❘$%✉❧(❛(% ❡①♣$-✐♠❡♥(❛✉① ❞❡ ❧✬❊❑❋✲❙▲❆▼ ✶✾✼
✭❛✮ ❈♦✉❧♦✐% ❞✬✐♥❝❡%+✐+✉❞❡ ,✉% ❧❛ ♣♦,✐+✐♦♥ ①✱ ②✱ θ ✭❜✮ ❊%%❡✉% ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦,✐+✐♦♥ ①✱ ②✱ θ
✭❝✮ ◆❊❊❙ ❞❡ ❧❛ ♣♦,✐+✐♦♥ ①✱ ②✱ θ ✭❞✮ ❊%%❡✉% ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦,✐+✐♦♥ ❞❡, ❛♠❡%,
✭❡✮ ◆❊❊❙ ♣♦✉% ❧❛ ♣♦,✐+✐♦♥ ❞❡, ❛♠❡%,
❋✐❣✉$❡ ✻✳✶✿ ❘!"✉❧%❛%" ❞❡ ❧✬❊❑❋✲❙▲❆▼ ♣♦✉4 ❧✬❡♥✈✐4♦♥♥❡♠❡♥% ✷
✻✳✸✳✷ ❊♥✈✐(♦♥♥❡♠❡♥, ✸
▲✬❡♥✈✐&♦♥♥❡♠❡♥) ✸ ❡+) ✉♥ ❡♥✈✐&♦♥♥❡♠❡♥) ❞❡ ♣❧✉+ ❣&❛♥❞❡ )❛✐❧❧❡ ✭✷✵×✷✵♠✮ ✐♥❝❧✉❛♥)
❞❡ ♥♦♠❜&❡✉① ♠✉&+✳ ❈❡) ❡♥✈✐&♦♥♥❡♠❡♥) ❡+) ❧❡ ♣❧✉+ ❝♦♠♣❧✐;✉< ❞❡+ )&♦✐+ ❡♥✈✐&♦♥♥❡♠❡♥)+
❞❡ )❡+)✳
◆♦✉+ ❛✈♦♥+ &❡♠❛&;✉< ♣&<❝<❞❡♠♠❡♥) ;✉❡ ♥♦)&❡ ❧✬❛❧❣♦&✐)❤♠❡ ♥✬<)❛✐) ♣❛+ ❛❞❛♣)< ❛✉
❣&❛♥❞ ❡♥✈✐&♦♥♥❡♠❡♥)✳ ❈❡))❡ +✐♠✉❧❛)✐♦♥ ❧❡ ❝♦♥✜&♠❡✱ ❧✬❡&&❡✉& ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ +✉& ❧❛ ♣♦+✐)✐♦♥
❞✉ &♦❜♦) ✭❋✐❣✉&❡ ✻✳✷❜✮ ❡+) ✐♠♣♦&)❛♥)❡ ❡) +✉&)♦✉) ✐♥+)❛❜❧❡✳ ❈❡+ ♣&♦❜❧C♠❡+ +❡ &❡)&♦✉✈❡♥)
❛✉++✐ ♣♦✉& ❧❡+ ❝♦✉❧♦✐&+ ❞✬✐♥❝❡&)✐)✉❞❡ ✭❋✐❣✉&❡ ✻✳✷❛✮✳ ◆♦)&❡ ❛❧❣♦&✐)❤♠❡ ♥✬❡+) ♣❛+ ❛❞❛♣)<
✻✳✹ ❘$%✉❧(❛(% ❡①♣$-✐♠❡♥(❛✉① ❞✉ ❋❛%(❙▲❆▼ ✶✾✽
 ❝❡ #②♣❡ ❞✬❡♥✈✐+♦♥♥❡♠❡♥# ❝♦♠♣❧❡①❡✳
✭❛✮ ❈♦✉❧♦✐% ❞✬✐♥❝❡%+✐+✉❞❡ ,✉% ❧❛ ♣♦,✐+✐♦♥ ①✱ ②✱ θ ✭❜✮ ❊%%❡✉% ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦,✐+✐♦♥ ①✱ ②✱ θ
✭❝✮ ◆❊❊❙ ❞❡ ❧❛ ♣♦,✐+✐♦♥ ①✱ ②✱ θ ✭❞✮ ❊%%❡✉% ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦,✐+✐♦♥ ❞❡, ❛♠❡%,
✭❡✮ ◆❊❊❙ ♣♦✉% ❧❛ ♣♦,✐+✐♦♥ ❞❡, ❛♠❡%,
❋✐❣✉$❡ ✻✳✷✿ ❘!"✉❧%❛%" ❞❡ ❧✬❊❑❋✲❙▲❆▼ ♣♦✉4 ❧✬❡♥✈✐4♦♥♥❡♠❡♥% ✸
✻✳✹ ❘$%✉❧(❛(% ❡①♣$-✐♠❡♥(❛✉① ❞✉ ❋❛%(❙▲❆▼
❉❛♥3 ❧❡ ❝❤❛♣✐#+❡ ✹✱ ♥♦✉3 ❛✈♦♥3 8#✉❞✐8 ❧❡ ❋❛3#❙▲❆▼✳ ▲✬❛❧❣♦+✐#❤♠❡ ❛ 8#8 8✈❛❧✉8 ❡♥
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❖♥ 8#✉❞✐❡ ♠❛✐♥#❡♥❛♥# ❧❡3 +83✉❧#❛#3 ❞❡3 ❡♥✈✐+♦♥♥❡♠❡♥#3 ✶ ❡# ✸✳
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✭❛✮ ❈♦✉❧♦✐% ❞✬✐♥❝❡%+✐+✉❞❡ ,✉% ❧❛ ♣♦,✐+✐♦♥ ①✱ ②✱ θ
♣♦✉% ❧✬❡♥✈✐%♦♥♥❡♠❡♥+ ✶ %❡♠♣❧✐ ❞❡ ✶✵✵ ❛♠❡%,
✭❜✮ ❈♦✉❧♦✐% ❞✬✐♥❝❡%+✐+✉❞❡ ,✉% ❧❛ ♣♦,✐+✐♦♥ ①✱ ②✱ θ
♣♦✉% ❧✬❡♥✈✐%♦♥♥❡♠❡♥+ ✶ %❡♠♣❧✐ ❞❡ ✺✵✵ ❛♠❡%,
✭❝✮ ❊%%❡✉% ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦,✐+✐♦♥ ①✱ ②✱ θ
♣♦✉% ❧✬❡♥✈✐%♦♥♥❡♠❡♥+ ✶ %❡♠♣❧✐ ❞❡ ✶✵✵ ❛♠❡%,
✭❞✮ ❊%%❡✉% ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦,✐+✐♦♥ ①✱ ②✱ θ
♣♦✉% ❧✬❡♥✈✐%♦♥♥❡♠❡♥+ ✶ %❡♠♣❧✐ ❞❡ ✶✵✵ ❛♠❡%,
✭❡✮ ◆❊❊❙ ❞❡ ❧❛ ♣♦,✐+✐♦♥ ①✱ ②✱ θ ♣♦✉% ❧✬❡♥✈✐%♦♥✲
♥❡♠❡♥+ ✶ %❡♠♣❧✐ ❞❡ ✶✵✵ ❛♠❡%,
✭❢✮ ◆❊❊❙ ❞❡ ❧❛ ♣♦,✐+✐♦♥ ①✱ ②✱ θ ♣♦✉% ❧✬❡♥✈✐%♦♥✲
♥❡♠❡♥+ ✶ %❡♠♣❧✐ ❞❡ ✺✵✵ ❛♠❡%,
✭❣✮ ◆❊❊❙ ♣♦✉% ❧❛ ♣♦,✐+✐♦♥ ❞❡, ❛♠❡%, ♣♦✉% ❧✬❡♥✲
✈✐%♦♥♥❡♠❡♥+ ✶ %❡♠♣❧✐ ❞❡ ✶✵✵ ❛♠❡%,
✭❤✮ ◆❊❊❙ ♣♦✉% ❧❛ ♣♦,✐+✐♦♥ ❞❡, ❛♠❡%, ♣♦✉% ❧✬❡♥✲
✈✐%♦♥♥❡♠❡♥+ ✶ %❡♠♣❧✐ ❞❡ ✺✵✵ ❛♠❡%,
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>❧❡✈> ♣♦✉& ❧❛ ♣♦+✐)✐♦♥ ❞✉ &♦❜♦) ✭❋✐❣✉&❡ ✻✳✹❡ ❡) ✻✳✹❢✮ ♠❛✐+ ❛✉++✐ ♣♦✉& ❧❡+ ❛♠❡&+ ✭❋✐❣✉&❡
✻✳✹❣ ❡) ✻✳✹❤✮✳
✭❛✮ ❈♦✉❧♦✐% ❞✬✐♥❝❡%+✐+✉❞❡ ,✉% ❧❛ ♣♦,✐+✐♦♥ ①✱ ②✱ θ
♣♦✉% ❧✬❡♥✈✐%♦♥♥❡♠❡♥+ ✸ %❡♠♣❧✐ ❞❡ ✶✵✵ ❛♠❡%,
✭❜✮ ❈♦✉❧♦✐% ❞✬✐♥❝❡%+✐+✉❞❡ ,✉% ❧❛ ♣♦,✐+✐♦♥ ①✱ ②✱ θ
♣♦✉% ❧✬❡♥✈✐%♦♥♥❡♠❡♥+ ✸ %❡♠♣❧✐ ❞❡ ✺✵✵ ❛♠❡%,
✭❝✮ ❊%%❡✉% ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦,✐+✐♦♥ ①✱ ②✱ θ
♣♦✉% ❧✬❡♥✈✐%♦♥♥❡♠❡♥+ ✸ %❡♠♣❧✐ ❞❡ ✶✵✵ ❛♠❡%,
✭❞✮ ❊%%❡✉% ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦,✐+✐♦♥ ①✱ ②✱ θ
♣♦✉% ❧✬❡♥✈✐%♦♥♥❡♠❡♥+ ✸ %❡♠♣❧✐ ❞❡ ✶✵✵ ❛♠❡%,
✭❡✮ ◆❊❊❙ ❞❡ ❧❛ ♣♦,✐+✐♦♥ ①✱ ②✱ θ ♣♦✉% ❧✬❡♥✈✐%♦♥✲
♥❡♠❡♥+ ✸ %❡♠♣❧✐ ❞❡ ✶✵✵ ❛♠❡%,
✭❢✮ ◆❊❊❙ ❞❡ ❧❛ ♣♦,✐+✐♦♥ ①✱ ②✱ θ ♣♦✉% ❧✬❡♥✈✐%♦♥✲
♥❡♠❡♥+ ✸ %❡♠♣❧✐ ❞❡ ✺✵✵ ❛♠❡%,
✭❣✮ ◆❊❊❙ ♣♦✉% ❧❛ ♣♦,✐+✐♦♥ ❞❡, ❛♠❡%, ♣♦✉% ❧✬❡♥✲
✈✐%♦♥♥❡♠❡♥+ ✸ %❡♠♣❧✐ ❞❡ ✶✵✵ ❛♠❡%,
✭❤✮ ◆❊❊❙ ♣♦✉% ❧❛ ♣♦,✐+✐♦♥ ❞❡, ❛♠❡%, ♣♦✉% ❧✬❡♥✲
✈✐%♦♥♥❡♠❡♥+ ✸ %❡♠♣❧✐ ❞❡ ✺✵✵ ❛♠❡%,
❋✐❣✉$❡ ✻✳✹✿ ❘!"✉❧%❛%" ❞✉ ❋❛"%❙▲❆▼ ♣♦✉/ ❧✬❡♥✈✐/♦♥♥❡♠❡♥% ✸
✻✳✺ #$♦❜❧(♠❡ ❞❡ ,❛.✐,❢❛❝.✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥.$❛✐♥.❡, ✷✵✶
✻✳✺ #$♦❜❧(♠❡ ❞❡ ,❛.✐,❢❛❝.✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥.$❛✐♥.❡,
❉❛♥# ❧❡ ❈❤❛♣✐*+❡ ✺✱ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ❞2✜♥✐ ❡* +❡#♦❧✉ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♥✉♠2+✐6✉❡ ❞✬✉♥ ♣+♦❜❧2♠❡
❞❡ #❛*✐#❢❛❝*✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥*+❛✐♥*❡#✳ ❖♥ #❡ ♣+♦♣♦#❡ ❞❡ ❞2*❛✐❧❧❡+ ❧✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡# 2*❛♣❡# ❞❡
❝❛❧❝✉❧#✳
▲❡ ❈❙? ❡#* ✿
{
[z] = [x] + ln[]([y])
[y] = [z]2
✭✻✳✶✮
❛✈❡❝ x ∈ [1; 3.91]✱ y ∈ [3; 50]✱ z ∈ [2.09; 5]✳ ❖♥ ♦❜*✐❡♥* ❛❧♦+# ❧❛ ♣+♦♣❛❣❛*✐♦♥ #✉✐✈❛♥*❡✿
[y] ∈ [y]
⋂
[z]2 ∈ [3; 50]
⋂
[2.09; 5]2 ∈ [4.36; 25]
[z] ∈ [z]
⋂
([x] + ln[]([y])) ∈ [2.09; 5]
⋂
[1; 3.91] + ln[]([4.36; 25]) ∈ [2.47; 5] ✭✻✳✷✮
[y] ∈ [y]
⋂
[z]2 ∈ [4.36; 25]
⋂
[2.47; 5]2 ∈ [6.10; 25]
[z] ∈ [z]
⋂
([x] + ln[]([y])) ∈ [2.47; 5]
⋂
[1; 3.53] + ln[]([6.10; 25]) ∈ [2.80; 5]
[x] ∈ [x]
⋂
([z]− ln[]([y])) ∈ [1; 3.53]
⋂
[2.80; 5]− ln[]([6.10; 25]) ∈ [1; 3.20]
[y] ∈ [y]
⋂
[z]2 ∈ [6.10; 25]
⋂
[2.80; 5]2 ∈ [7.84; 25]
[z] ∈ [z]
⋂
([x] + ln([y])) ∈ [2.80; 5]
⋂
[1; 3.20] + ln([7.84; 25]) ∈ [3.05; 5]
[x] ∈ [x]
⋂
([z]− ln([y])) ∈ [1; 3.20]
⋂
[3.05; 5]− ln([7.84; 25]) ∈ [1; 2.95]
[y] ∈ [y]
⋂
[z]2 ∈ [7.84; 25]
⋂
[3.05; 5]2 ∈ [9.30; 25]
[z] ∈ [z]
⋂
([x] + ln([y])) ∈ [3.05; 5]
⋂
[1; 2.95] + ln([9.30; 25]) ∈ [3.23; 5]
[x] ∈ [x]
⋂
([z]− ln([y])) ∈ [1; 2.95]
⋂
[3.23; 5]− ln([9.30; 25]) ∈ [1; 2.95]
[y] ∈ [y]
⋂
[z]2 ∈ [9.30; 25]
⋂
[3.23; 5]2 ∈ [10.43; 25]
[z] ∈ [z]
⋂
([x] + ln([y])) ∈ [3.23; 5]
⋂
[1; 2.95] + ln([10.43; 25]) ∈ [3.34; 5]
[x] ∈ [x]
⋂
([z]− ln([y])) ∈ [1; 2.95]
⋂
[3.34; 5]− ln([10.43; 25]) ∈ [1; 2.59]
[y] ∈ [y]
⋂
[z]2 ∈ [10.43; 25]
⋂
[3.41; 5]2 ∈ [11.62; 25]
[z] ∈ [z]
⋂
([x] + ln([y])) ∈ [3.41; 5]
⋂
[1; 2.59] + ln([11.62; 25]) ∈ [3.44; 5]
[x] ∈ [x]
⋂
([z]− ln([y])) ∈ [1; 2.59]
⋂
[3.44; 5]− ln([11.62; 25]) ∈ [1; 2.55]
[y] ∈ [y]
⋂
[z]2 ∈ [11.62; 25]
⋂
[3.44; 5]2 ∈ [11.90; 25]
[z] ∈ [z]
⋂
([x] + ln([y])) ∈ [3.44; 5]
⋂
[1; 2.55] + ln([11.90; 25]) ∈ [3.47; 5]
✻✳✻ ❘#$✉❧'❛'$ ❡①♣#,✐♠❡♥'❛✉① ❞✉ ❙▲❆▼ ❡♥$❡♠❜❧✐$'❡ ✷✵✷
[x] ∈ [x]
⋂
([z]− ln([y])) ∈ [1; 2.55]
⋂
[3.47; 5]− ln([11.90; 25]) ∈ [1; 2.53] ✭✻✳✸✮
[y] ∈ [y]
⋂
[z]2 ∈ [11.90; 25]
⋂
[3.47; 5]2 ∈ [12.04; 25] ✭✻✳✹✮
[z] ∈ [z]
⋂
([x] + ln([y])) ∈ [3.47; 5]
⋂
[1; 2.53] + ln([12.04; 25]) ∈ [3.48; 5] ✭✻✳✺✮
[x] ∈ [x]
⋂
([z]− ln([y])) ∈ [1; 2.53]
⋂
[3.48; 5]− ln([12.04; 25]) ∈ [1; 2.52] ✭✻✳✻✮
[y] ∈ [y]
⋂
[z]2 ∈ [12.04; 25]
⋂
[3.48; 5]2 ∈ [12.11; 25] ✭✻✳✼✮
[z] ∈ [z]
⋂
([x] + ln([y])) ∈ [3.48; 5]
⋂
[1; 2.52] + ln([12.11; 25]) ∈ [3.49; 5] ✭✻✳✽✮
[x] ∈ [x]
⋂
([z]− ln([y])) ∈ [1; 2.52]
⋂
[3.49; 5]− ln([12.11; 25]) ∈ [1; 2.51] ✭✻✳✾✮
[y] ∈ [y]
⋂
[z]2 ∈ [12.11; 25]
⋂
[3.49; 5]2 ∈ [12.18; 25] ✭✻✳✶✵✮
[z] ∈ [z]
⋂
([x] + ln([y])) ∈ [3.49; 5]
⋂
[1; 2.51] + ln([12.18; 25]) ∈ [3.49; 5] ✭✻✳✶✶✮
❋✐♥❛❧❡♠❡♥3✱ ♦♥ ♦❜3✐❡♥3 ❧❡7 ✐♥3❡8✈❛❧❧❡7 [x] ∈ [1; 2.51]✱ [y] ∈ [12.18; 25] ❡3 [z] ∈ [3.49; 5]✳
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